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Productiviteit van Streamspecificaties

Oneindige objecten zijn van groot belang voor de wiskunde, de natuurwetenschappen, de logica, de theoretische en de praktische informatica. Denk aan de verzamelingen van de natuurlijke, de rationale, de reële, en de complexe getallen in de wiskunde. Of aan het feit dat deze verzamelingen een belangrijke rol spelen bij de wiskundige formalisering van natuurkundige wetten. Of aan modellen in de predicatenlogica voor het axioma-stelsel van Zermelo en Fraenkel dat de verzamelingenleer formaliseert. Nog een ander voorbeeld is dat de door een digitale radio- of televisiezender verspreide informatie als “bitstream”, een niet stoppend rijtje van nullen en enen, kan worden beschreven. 

Wel is het zo dat aan fenomenen in de natuur tot nu toe altijd opnieuw eindige aspecten zijn ontdekt: dat materie niet oneindig vaak deelbaar is zonder haar karakteristieke eigenschappen te verliezen, of dat er redenen zijn om aan te nemen dat het universum waarin we leven, eindig is uitgedijd. En ook, dat macroscopisch grote objecten aan andere wetmatigheden zijn onderworpen dan sub-atomaire deeltjes. Desalniettemin hebben formeel-oneindige objecten zich juist ook bij de natuurkundige theorievorming als zeer nuttige formeel-wiskundige constructen bewezen voor de uniforme beschrijving van verschijnselen waarin heel grote of zeer geringe hoeveelheden een rol spelen: bijvoorbeeld bij het vergelijken van de groeisnelheden van versnellende processen, en bij het redeneren over continu verlopende mechanische bewegingen.

In het NWO-BRICKS onderzoeksproject “Infinity”, waaraan ik samen werk met collega's van de Vrije Universiteit en het Centrum voor Wiskunde en Informatica, zijn we geïnteresseerd in het rekenen met, het modelleren van, en het logische redeneren met oneindige wiskundige objecten, en ook en in de verbanden die tussen deze drie activiteiten bestaan. (Meer informatie over dit onderzoeksproject is te vinden op http://infinity.few.vu.nl/.)

In het bijzonder heb ik me, samen met mijn collega's Jörg Endrullis, Dimitri Hendriks, Ariya Isihara, en Jan Willem Klop, in het afgelopen jaar beziggehouden met recursieve definities van stromen (eenzijdig-oneindige rijtjes van symbolen) en met het begrip van “productiviteit” voor zulke definities: Een streamspecificatie D heet “productief” als D een eenduidige stream s definieert die verder ook  uit D kan worden geproduceerd (zie een preciezere definitie later). Voor het eerst is het woord “productiviteit” voor een dergelijke eigenschap gebruikt door de beroemde informaticus E.W. Dijkstra (1980); en ook het eerste belangrijke artikel over deze notie is aan een Nederlander te danken: aan Ben A. Sijtsma (1989). 

Laten we ter illustratie van deze notie naar twee voorbeelden kijken. Een zeer beroemde bitstream in de wiskunde is de Thue-Morse reeks, vernoemd naar Axel Thue en Marston Morse, die het ten grondslag liggende verschijnsel onafhankelijk van elkaar ontdekten (1912, 1917). Deze oneindige rij, die in het vervolg met M wordt aangeduid, kan bijvoorbeeld worden gegenereerd doordat men stapsgewijs, beginnend met 0, de bit-inverse van de in de voorafgaande stap verkregen rij toevoegt aan de rechterzijde:
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M heeft vele interessante eigenschappen: deze reeks is cube-free, d.w.z. er is geen eindig bit-rijtje w zodat M een deelwoord van de vorm www bezit; hieruit volgt direct dat M niet (uiteindelijk) periodiek is; verder is M self-similar in de zin dat elk eindig deelwoord oneindig vele voorkomens in M heeft. Één van de talloze andere eigenschappen van M is de volgende: Gebruikmakend van de operatie “zip”, die twee stromen a:c:f:... en b:d:g:...  in elkaar ritst tot de stream a:b:c:d:e:f:g:... (het symbool “:” geeft hier de operatie “aan elkaar voegen” expliciet aan), geldt dat M het resultaat is van een toepassing van “zip” op M zelf en op zijn elementsgewijse bit-inverse bitinv(M):

           M = zip(M, bitinv(M)) =

     = zip(0:1:1:0:1:0:0:1: ... , 1:0:0:1:0:1:1:0: ...)

     = 0:1:1:0:1:0:0:1:1:0:0:1:0:1:1:0: ... 

(Het is niet moeilijk om te bewijzen dat de vergelijking  s = zip(s,bitinv(s)) precies twee bitstream-oplossingen heeft: de Thue-Morse reeks en haar bit-inverse.) Een eigenschap zoals deze kan ook gebruikt worden om M met behulp van recursieve vergelijkingen zo te definiëren dat M daaruit stapsgewijs kan worden berekend:  M begint met 0:1, en is verder het resultaat van het ritsen van de stromen tail(M) en zijn bit-inverse bitinv(tail(M)), waarbij tail(s) de rest van een stream s na het verwijderen van het eerste element aanduidt. Dit leidt tot het volgende stelsel E van vergelijkingen dat M definieert in termen van, en tegelijkertijd met, de operaties “zip”, “tail”, en “bitinv”:

M = 0:1:zip(tail(M),bitinv(tail(M))

zip(x:s,y:t) = x:y:zip(s,t)

tail(x:s) = s

bitinv(x:s) = i(x):bitinv(s)  

i(0) = 1

i(1) = 0   

Alhoewel het niet moeilijk is om te bewijzen dat deze streamspecificatie E de reeks M als haar unieke oplossing bezit,
  is het niet onmiddellijk duidelijk dat het stelsel E ook een constructieve manier geeft om bij deze oplossing te komen. Hiervoor moet namelijk aangetoond worden dat E productief is: d.w.z. dat voor elke natuurlijk getal n een rij evaluatie-stappen bestaat die de constante M in E tot een vorm herleidt waaruit het n-de symbool van M kan worden afgelezen. 

Een experimentele manier om de productiviteit van E te toetsen, is om dit stelsel van vergelijkingen te herformuleren als een programma in een functionele programmeertaal als Haskell, en vervolgens uit te proberen of daarmee op een computer de eerste 10, 100, of misschien 1000 elementen van de oplossing M kunnen worden berekend. Hoewel door het slagen van zo'n experiment misschien het vertrouwen, dat E inderdaad productief is, vergroot kan worden, levert dit natuurlijk geen formeel bewijs op. 

Een ander voorbeeld van een streamspecificatie is het stelsel F:

J = 0:1:even(J)

even(x:s) = x:odd(s)

odd(x:s) = even(s)

Hierbij wordt gebruik gemaakt van de streamfuncties “even” en “odd”, die uit een stream s=x0:x1:x2:x3:x4:x5: ... de stromen x0:x2:x4:... en x1:x3:x5:.. van elementen op even, respectievelijk oneven, posities in s extraheren. Definieert F een eenduidige bitstream? En in het bijzonder: Is F productief? Het blijkt dat dat niet het geval is. Namelijk is het niet moeilijk om te bewijzen dat de constante J in F in de limiet herleidt naar de vorm:

 J = 0:1:0:0:even(even(even(even(...))))

Als gevolg hiervan leiden alle manieren om F te evalueren tot de productie van hooguit 4 elementen, en dus niet tot een oneindige reeks van nullen en enen. 

Voorbeelden zoals deze suggereren de vraag: Kan van een streamspecificatie D op een puur mechanische wijze worden bepaald of D wel of niet productief is? Achter de in deze algemeenheid gestelde vraag schuilt echter een onbeslisbaar probleem: het is niet moeilijk om te bewijzen dat er geen algoritme bestaat dat voor elke streamspecificatie D in eindig veel stappen kan bepalen of D productief is of niet. Om deze reden is in het verleden door onderzoekers vooral aandacht besteed aan het vinden van methoden waarmee de productiviteit voor vele in de (programmeer-)praktijk voorkomende streamspecificaties op mechanische wijze kan worden aangetoond, ofschoon dat dus geenszins voor alle productieve specificaties lukt en verder ook niet-productiviteit niet kan worden herkend.

Een andere onderzoeksvraag die voortvloeit uit de onbeslisbaarheid van productiviteit voor streamspecificaties, is of er “interessante” deelklassen van de klasse van alle streamspecificaties bestaan waarop productiviteit toch beslisbaar is. Op deze vraag heb ik me samen met mijn collega’s gericht. We vonden een klasse van streamspecificaties die we “puur” noemden, waarvoor we konden aantonen dat vele van de in de literatuur behandelde streamspecificaties daarin zijn bevat, en we ook een beslissingsalgoritme voor productiviteit op deze klasse konden construeren. Streamconstanten in zo’n pure streamspecificatie maken uitsluitend gebruik van specificaties van streamfuncties die een bepaalde eenvoudige vorm hebben. Dat is het geval voor alle specificaties van streamfuncties die in E en F voorkomen, zoals “zip”, “tail”, ...; E en F zijn daarom ook voorbeelden van pure streamspecificaties. 

Ons beslissingsalgoritme A is gebaseerd op twee ideeën. Ten eerste kan het process van het evalueren van een pure streamspecificatie, wat betreft de kwantiteiten van daarbij in afzonderlijke stappen geconsumeerde en geproduceerde streamelementen, gemodelleerd worden door de stroom van “pebbles” (denk aan geabstraheerde data-elementen) door een eindig “pebbleflow net(werk)”. Deze netwerken zijn opgebouwd uit bouwstenen die pebbles stapsgewijs kunnen verwerken. In het bijzonder is het mogelijk om voor elke gegeven pure streamspecificatie D een pebbleflow net N(D) te construeren met de eigenschap dat het maximale (eindige of oneindige) aantal pebbles dat N(D) kan produceren overeenkomt met het maximale aantal streamelementen dat door het evalueren van de door D gespecificeerde streamconstante gegenereerd kan worden. In het geval van de streamspecificaties E en F betekent dat dat N(E) oneindig veel pebbles kan produceren, terwijl de maximale pebble-productie van N(F) precies 4 is. 

Ten tweede is het mogelijk om de maximale pebble-productie van een pebbleflow net te berekenen door een procedure die pebbleflow netten stapsgewijs tot eenvoudigere netten reduceert, onder behoud van de maximale productie. Deze procedure komt uiteindelijk altijd uit bij een “triviaal” net dat maar uit een bouwsteen bestaat, waarvan de maximale productie duidelijk is. 

Hierop gebaseerd gaat het beslissingsalgoritme A om voor een gegeven pure streamspecificatie D te bepalen of D productief is, als volgt in zijn werk: In stap één wordt het bij D horende pebbleflow-net N(D) berekend; in stap twee wordt N(D) gereduceerd tot een triviaal net met maximale productie p (een natuurlijke getal of het symbool ∞ voor “oneindig”); uiteindelijk geeft A als output “D is productief”, als p=∞, en “D is niet productief omdat D maximaal p data-elementen produceert”, als p een natuurlijk getal is. 

Meer details over dit resultaat zijn na te lezen in het artikel “Productivity of Stream Definitions” dat te vinden is op http://infinity.few.vu.nl/productivity. Op deze web-pagina wordt de gebruiker ook de mogelijkheid geboden om zelf ervaring op te doen met de methode van pebbleflow netten. Er zijn daar twee interactieve computer-programma's beschikbaar: een tool voor de visualisatie van data-flow door pebbleflow netten, geschreven door Ariya Isihara, en een tool om de reductie van pebbleflow netten tot triviale netten geautomatiseerd te laten berekenen, geschreven door Jörg Endrullis.

Samen met Dimitri Hendriks en Jörg Endrullis ben ik op dit moment bezig om het geschetste resultaat te generaliseren. We hebben nu ervoor gekozen om in sommige gevallen het streven naar een  beslissingsalgoritme voor productiviteit los te laten in ruil voor berekenbare voldoende voorwaarden voor productiviteit en niet-productiviteit, op substantiële uitbreidingen van de klasse van pure streamspecificaties. Daarmee accepteren we de mogelijkheid dat in deze algemenere klassen ook streamspecificaties voorkomen die productief (resp. niet productief) zijn, terwijl productiviteit (resp. niet-productiviteit) met onze methode niet kan worden aangetoond omdat de berekenbare voldoende voorwaarde voor productiviteit (resp. niet-productiviteit) niet is vervult. Maar ook in deze situatie willen we geautomatiseerde tests construeren, waarvan we denken dat deze, net zoals het boven beschreven op pure streamspecificaties toepasbare algoritme, behulpzaam kunnen zijn voor mensen die programma's schrijven in een functionele programmeertaal zoals Haskell. 

Een verbandhoudend  ander doel van me is om, samen met Vincent van Oostrom, na te gaan, of het idee waarop de pebbleflow net methode is gebaseerd, namelijk dat pebbleflow netten kunnen worden gezien als de kwantitatieve semantiek voor evaluatie-processen van streamspecificaties, ook in algemenere situaties vruchten kan afwerpen. We willen onderzoeken of soortgelijke resultaten mogelijk zijn die condities aangeven waaronder termgraaf-herschrijfsystemen kunnen worden gezien als een semantiek voor finitaire en niet-finitaire termherschrijfsystemen.
� Graag wil ik Dimitri Hendriks en Vincent van Oostrom bedanken voor hun commentaar op eerdere versies van dit stukje en voor alle suggesties die ze in verband daarmee aan me opperden. 


�	Voor streamspecificaties zoals E die gebaseerd zijn op zogenaamde “orthogonale termherschrijfsystemen”, kan unieke oplosbaarheid verder ook als een direct gevolg van de productiviteit van E worden bewezen. 





