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liber non erit Mathematicus; sin autem servaveris; lectio e�citur morosissi-

ma.\ [
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�
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man sich nicht um die Feinheiten bei S

�

atzen, Erl

�

auterungen, Beweisen und

Folgerungen k

�

ummert, so wird es kein mathematisches Buch; wenn man es

aber tut, so wird die Lekt

�

ure

�

au�erst langweilig\]
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�

uhrliche Darlegung ihre

Dunkelheit, keine geringere als die lakonische K

�

urze\]

4

Johannes Kepler, Astronomia Nova, 1609
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4
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Kapitel 1

Entscheidbarkeit,

Unentscheidbarkeit,

Schwerentscheidbarkeit

1.1 Einleitung

Im Zuge der Entwicklung zu immer gr

�

o�erer formaler Strenge traten in der Mathema-

tik und in der Logik (wobei vorher bereits v.a. auf dem Gebiet der Analysis bedeuten-

de Erfolge dabei erzielt worden waren) zuende des 19. Jahrhunderts formal-axiomatische

Untersuchungen hervor (G. Frege:

"

Begri�sschrift, eine der arithmetischen nachgebildete

Formelsprache des reinen Denkens\, 1879; D. Hilbert:

"

Grundlagen der Geometrie\, 1899).

Dabei r

�

uckte das Bem

�

uhen in den Vordergrund, einer betrachteten mathematischen

oder logischen Theorie klare und einfach einzusehende Grundaussagen (Axiome) an die

Spitze zu stellen, aus denen dann mit Hilfe von vorher ebenfalls genau festzulegenden

logischen Schlu�regeln der gesamte Inhalt der Theorie (also jede beliebige einzelne, g

�

ultige

Aussage der Theorie) nun auf strikt formalem Weg abgeleitet werden kann. Hierbei war

nicht die verwendete axiomatische Methode das v

�

ollig Neue (diese wurde schon viel fr

�

uher

mit gro�em Erfolg z.B. von R. Descartes benutzt und hatte schon im Altertum durch

Euklids

"

Elemente\ zu gro�er formaler Eleganz von Arbeiten beigetragen) als vielmehr

der dabei erreichte Grad an formaler Pr

�

azision.

Eine dar

�

uber hinausgehende, gr

�

o�ere Bedeutung erhielten diese formal-axiomatischen

Bestrebungen um die Zeit der Wende zum 20. Jhdt. im Verlauf der durch die Entdeckung

von Antinomien und Paradoxien in der Cantorschen Mengenlehre

1

ausgel

�

osten

"

Grundla-

1

u.a.: (A) Paradoxie von Burali-Forti, 1897 (Cantor, 1895); (B) Paradoxie von Cantor, 1899 (Menge aller

Mengen); (C) Russel's paradox, 1902-3 (Menge aller Mengen, die sich nicht selbst als Menge enthalten);

(D) Paradoxie von Richard, 1905 (semantische Paradoxie, z.B.:

"

kleinste Zahl, die in nicht weniger als

7
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genkrise\ der Mathematik. Denn es hatte sich bei diesen Antinomien um widerspr

�

uchliche

Aussagen gehandelt, die im Formalismus der Cantorschen Mengenlehre ausgedr

�

uckt wer-

den konnten und gleichzeitig aus den gemeinhin akzeptierten Grundtatsachen der Theorie

mittels ebenfalls gebr

�

auchlicher logischer Schlu�weisen hergeleitet worden waren. Dadurch

war einerseits deutlich geworden, da� eine formale Grundlegung der gesamten Mathema-

tik nicht so ohne weiteres im Rahmen der Cantorschen Mengenlehre erfolgen konnte, wie

bis dahin vielfach geho�t worden war. (Im g

�

unstigsten Fall mu�ten also genauere Ein-

schr

�

ankungen und n

�

ahere Spezi�kationen an die beteiligten Grundannahmen, ausdr

�

uck-

baren Aussagen und Schlu�weisen gefunden werden, um auf eingeschr

�

ankte Weise erneut

widerspruchsfrei Mengenlehre betreiben zu k

�

onnen). Andererseits waren aber auch die

gebr

�

auchlichen Formen der Theoriebildung in der Mathematik und Logik ins Zwielicht

geraten und bedurften einer weitergehenden Untersuchung, Behandlung und Kl

�

arung.

Bei den Anstrengungen, diese Situation zu

�

uberwinden, traten in der Grundlagenwis-

senschaft nach und nach im wesentlichen drei Str

�

omungen in Erscheinung: Eine logizisti-

sche, eine formalistische und eine intuitionistische Richtung.

Im Logizismus vereinte sich dabei die Auffassung, Mathematik und Logik w

�

aren im we-

sentlichen dasselbe, alle mathematischen Objekte und Strukturen k

�

onnten durch geeignete

logische Konstrukte verstanden, erfa�t und ersetzt werden und mathematische Beweise

w

�

aren im Grunde nichts anderes als logische Herleitungen (Deduktionen). Als Begr

�

under

dieser erst in sp

�

aterer Zeit so bezeichneten Richtung wird oft G. Frege angesehen, da Frege

in seiner

"

Begri�sschrift\ als erster ein wirklich formal-pr

�

azises System deduktiver Logik

vorstellte. Dieses System basierte wesentlich auf einer den Schreibweisen der Mathema-

tik entlehnten, aber von Frege ausgebauten und verfeinerten exakten Formelsprache, bei

deren Verwendung es erstmals m

�

oglich war, logische Schlu�weisen zwischen einzelnen For-

meln (also logische Deduktionen) als genau beschreibbare symbolische Operationen auf

und zwischen den beteiligten Formeln (also exakt spezi�zierten Zeichenketten-Objekten

der Formelsprache) anzusehen und dann zu de�nieren. { Die sp

�

ater erfolgte Formalisierung

von Logik-Kalk

�

ulen 1. Ordnung (etwa der Pr

�

adikatenlogik 1. Ordnung durch D. Hilbert

und einigen seiner Mitarbeiter) verdankt sich auch wesentlich den formal-logischen Grund-

lagen aus Freges

"

Begri�sschrift\

2

(und au�erdem den Arbeiten des italienischen Logikers

G. Peano).

Weitergef

�

uhrt wurden die Gedanken von G. Frege und von G. Peano

�

uber die Forma-

dreizehn Worten bezeichnet werden kann\).

2

Sp

�

ater wurde jedoch zugleich mit einer Paradoxie in der Mengenlehre, der Russelschen Paradoxie,

1903, auch ein Widerspruch im System Freges von B. Russell entdeckt. Frege selbst wandte sich gegen

Ende seines Lebens vom Logizismus v

�

ollig ab, \on the grounds that logic alone could not provide objects

for which properties such as equality or set-membership can be appraised" [

"

weil die Logik alleine keine

Objekte bereitstellen kann, in Beziehung auf die

�

uber die G

�

ultigkeit von Eigenschaften wie Gleichheit

und Mengenzugeh

�

origkeit beurteilbare Aussagen gemacht werden k

�

onnen\, C.G.] [GG81]; [GG81] f

�

ugt

an: \The rejection of a life-long position is a rare achievement in mankind. It reveals a special kind of

greatness."
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lisierung mathematischer Theorien in einem rein logischen Symbolismus sp

�

ater v.a. durch

die Arbeit von A.N. Whitehead und B. Russell. Diese stellten mit ihrem ber

�

uhmten Werk

"

Principia Mathematica\, 1910{13, den Anspruch, nunmehr eine zuverl

�

assige Basis f

�

ur

die gesamte Mathematik mit rein logischen Mitteln gescha�en zu haben. Der Formalismus

der Principia Mathematica erwies sich aber als sehr umst

�

andlich zu handhaben, soda�

sich die meisten Mathematiker trotz der Umfassendheit und Exaktheit dieses Konzeptes

nicht dazu bewegen lie�en, ihn als die Grundlage ihres Arbeitens zu

�

ubernehmen. Die-

se z

�

ogernde Haltung den Principia Mathematica gegen

�

uber stand aber im Gegensatz zur

weitgehend allgemeinen Reaktion auf einen anderen formal-axiomatischen Ausweg nach

dem (vorl

�

au�gen) Zusammenbruch der Cantorschen Mengenlehre, n

�

amlich der Axiomati-

sierung der Mengenlehre durch E. Zermelo und A. Fraenkel.

Als ein weiterer wichtiger Vertreter logizistischer Standpunkte nach Russell undWhite-

head ist F.P. Ramsey zu nennen.

�

Uber die Entwicklung des Logizismus als einer die Grund-

lagen der Mathematik begr

�

undenden Position urteilt [GG81] folgenderma�en:

"

During the inter-war period logicism fell quite substantially in reputation;

although it inuenced logicians both as an early example of a comprehensive

mathematico-logical system and as a source of techniques, the philosophical

position itself won few followers.\

Die formalistische Richtung bei der Untersuchung der Grundlagen der Mathematik

geht ganz wesentlich auf das Wirken und die Arbeit von D. Hilbert zur

�

uck. Hilbert versuch-

te eine Grundlegung f

�

ur die gesamte Mathematik durch eine pr

�

azisierte und versch

�

arfte

Weise in der Benutzung der formal-axiomatischen Methode zu erreichen: Nach der Forma-

lisierung einer mathematischen Theorie in einem exakt aufzubauenden formalen System

sollte vom Anschauungs- und Vorstellungsmaterial der Theorie nur noch das zur

�

uckbehal-

ten werden, was davon in die Axiome eingegangen ist, die sich aber wie das formale System

selbst f

�

ur den Rahmen weiterer Untersuchungen ausschlie�lich noch auf abstrakte Bereiche

von unspezi�zierten Individuen beziehen sollten. Eine Fundierung einer mathematischen

Theorie sollte dann durch den Nachweis der Widerspruchsfreiheit des zugeh

�

origen forma-

len Systems geschehen k

�

onnen (die formalistische Position geht hierbei davon aus, da� die

Widerspruchsfreiheit einer formalisierten mathematischen Theorie auch die (mathemati-

sche) Existenz der dieser Theorie bzw. der Formalisierung der Theorie zugrundeliegenden

mathematischen Begri�e impliziert

3

).

3

"

Wenn man einem Begri�e Merkmale erteilt, die einander widersprechen, so sage ich: der Begri� exi-

stiert mathematisch nicht. So existiert z.B. mathematisch nicht eine reelle Zahl, deren Quadrat gleich �1

ist. Gelingt es jedoch zu beweisen, da� die dem Begri�e erteilten Merkmale bei Anwendung einer endlichen

Anzahl von logischen Schl

�

ussen niemals zu einem Widerspruche f

�

uhren k

�

onnen, so sage ich, da� damit die

mathematische Existenz des Begri�es, z.B. einer Zahl oder einer Funktion, die gewisse Forderungen erf

�

ullt,

bewiesen worden ist.\ (Hilbert in [Hi1900]). { Es folgen die S

�

atze:

"

In dem vorliegenden Falle, wo es sich

um die Axiome der reellen Zahlen in der Arithmetik handelt, ist der Nachweis der Widerspruchslosigkeit
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Durch eine solche Vorgehensweise sollten die Mathematiker (wenn die Widerspruchs-

freiheit von umfassenden mathematischen Theorien bewiesen werden k

�

onnte) der Ver-

pichtung enthoben werden, ihre Begri�e in jedem Einzelfall tiefgehend begr

�

unden und

ihre Methoden immer ausf

�

uhrlich rechtfertigen zu m

�

ussen. Hilbert hatte dabei als Ziel die

Fundierung und Begr

�

undung der gesamten Mathematik vor Augen; das Problem, diese

Absicht wirklich umfassend durchzuf

�

uhren, erschien ihm als ein zwar schwieriges, aber in

endg

�

ultiger Weise zu einem positiven Abschlu� zu bringendes Unternehmen. Auf dem Weg

zur Erreichung dieses Zieles stand die Suche nach sog.

"

�niten\ Widerspruchsfreiheitsbe-

weisen im Mittelpunkt, d.h. Beweisen, die

"

mit konkreten Objekten in konstruktiver Weise

umgehen\

4

bzw.

"

die sich an die Grenzen der grunds

�

atzlichen Vorstellbarkeit von Objek-

ten sowie der grunds

�

atzlichen Ausf

�

uhrbarkeit von Prozessen [halten] und sich somit im

Rahmen konkreter Betrachtung [vollziehen]\ ([HiBe68], S.32). Hilbert und Bernays geben

(z.B. in [HiBe68], S.16 f.) Gr

�

unde daf

�

ur an, warum nur solche

"

�nite\ Widerspruchsfrei-

heitsbeweise eine unbezweifelbare Gew

�

ahr daf

�

ur bieten, formale mathematische Theorien

sicher zu begr

�

unden. Die Forderung und Suche nach solchen Beweisen beruhte auch we-

sentlich auf einem von Hilbert und Ackermann 1922 f

�

ur ein arithmetisches Teilsystem (im

wesentlichen einer Axiomatisierung der Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen mittels der Peano-

schen Axiome ohne Einschlu� des Induktionsaxioms) angegebenen �niten Widerspruchs-

freiheitsbeweis

5

. Die Verallgemeinerung eines solchen Beweises f

�

ur st

�

arkere Systeme erwies

sich jedoch als sehr schwierig und letztlich (in der von Hilbert und seinen Mitarbeitern be-

absichtigten Weise) sogar als undurchf

�

uhrbar zufolge der ber

�

uhmten Unableitbarkeitss

�

atze

von K. G

�

odel, 1931. Dadurch (und durch

�

Uberlegungen von u.a. A. Tarski) wurde deutlich,

da� das formalistische Programm in der geplanten Umfassendheit (die u.a. den Nachweis

der

�

Ubereinstimmung der Begri�e

"

Wahrheit\

6

und

"

Beweisbarkeit\

7

in allen wichtigen

der Axiome zugleich der Beweis f

�

ur die mathematische Existenz des Inbegri�s der reellen Zahlen oder des

Kontinuums. In der Tat, wenn der Nachweis f

�

ur die Widerspruchslosigkeit der Axiome v

�

ollig gelungen sein

wird, so verlieren die Bedenken, welche bisweilen gegen die Existenz des Inbegri�s der reellen Zahlen ge-

macht worden sind, jede Berechtigung.\ (Ein solcher allgemeiner und endg

�

ultig

�

uber alle Zweifel erhabener

Widerspruchsfreiheitsbeweis konnte aber in diesem Fall (v.a. auch wegen Limitationen

�

uber die Art eines

solchen Beweises zufolge der G

�

odelschen S

�

atze, 1931) bis heute wohl nicht erbracht werden, obwohl an der

Eigenschaft der Widerspruchsfreiheit der klassischen Kontinuumsanalysis|aus praktischen Gr

�

unden (da�

Widerspr

�

uche nicht aufgetreten sind)|kaum gezweifelt wird).

4

\Proofs which deal with concrete objects in a constructive manner are said to be �nitary ."

([Shoe67],p.3)

5

An diesemWiderspruchsfreiheitsbeweis kann umgekehrt auch anschaulich nachverfolgt werden, welcher

gedankliche Weg zur Formulierung der Forderung nach der

"

Finitheit\ von Beweisen und Objekten gef

�

uhrt

hat bzw. wie dieser Begri� von Hilbert und seinen Sch

�

ulern anfangs verstanden wurde.

6

(als Eigenschaft einer formalen Aussage einer formalisierten Theorie, wenn diese Aussage in Beziehung

zu einem|der Theoriebildung eig. zugrundeliegenden|Anschauungsbereich inhaltlich aufgefa�t, d.h. darin

"

interpretiert\ wird. )

7

(als formal-pr

�

azis de�nierte Eigenschaft einer formalen Aussage innerhalb des Deduktionssystems einer

formalisierten Theorie)
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formalisierten mathematischen Theorien gefordert hatte) nicht durchgef

�

uhrt werden konn-

te.

Die dritte Richtung, der Intuitionismus, ist wesentlich mit dem Namen L. Brouwer ver-

bunden, in geringerem Ausma� auch mit den Arbeiten von H. Weyl, A. Heyting und den

von Brouwer als Prae-Intuitionisten bezeichneten Mathematikern L. Kronecker, H. Poin-

car�e, E. Borel und H. Lebesque. { F

�

ur Brouwer bestand gesicherte mathematische Erkennt-

nis einzig in solchen S

�

atzen, die Aussagen

�

uber konstruktiv-angebbare Operationen mit

der Anschauung klar zug

�

anglichen Objekten machen. Dadurch sind Aussagen, in denen

auf als Ganzheit vorliegende unendliche Mengen wie etwa das

"

abgeschlossene Kontinuum\

R oder auch nur die Menge N Bezug genommen wird, ausgeschlossen und m

�

ussen|um

intuitionistisch dennoch Sinn zu erhalten|vollst

�

andig zu solchen Aussagen umgebildet

werden, in denen nur mehr anschauliche Konstruktionen bzw. formale Ausdr

�

ucke, die

solche Konstruktionen formalisieren, eine Rolle spielen (falls f

�

ur eine jeweils einzeln zu

betrachtende Aussage eine solche Umbildung

�

uberhaupt m

�

oglich ist und diese nicht aus

prinzipiellen

"

intuitionistischen\ Gr

�

unden als unzul

�

assige Aussage bzw. Fragestellung be-

trachtet und ausgeschlossen werden mu�). Dabei sind vom Standpunkt Brouwers aus v.a.

alle solchen S

�

atze unakzeptabel, die nur unter Verwendung des Prinzips des tertium non

datur bewiesen werden konnten, also der Annahme, f

�

ur eine vorliegende mathematische

Aussage k

�

onne nur eine von zwei Alternativen zutre�en, entweder die G

�

ultigkeit oder

die Ung

�

ultigkeit der Aussage. Brouwer widersetzte sich auch energisch der Formalisie-

rung mathematischer Theorien durch formale Systeme, in denen die G

�

ultigkeit von S

�

atzen

losgel

�

ost von intuitiv klar fa�baren, beschreibbaren und konkreten Objekten als die rein

formal de�nierte Eigenschaft der Ableitbarkeit aus beliebig w

�

ahlbaren Grundaussagen be-

trachtet wird. Aus diesem Grund war f

�

ur ihn auch der Nachweis der Widerspruchsfreiheit

f

�

ur eine formalisierte mathematische Theorie kein Grund, dieses formale System als einen

Formalismus gesicherten mathematischen Wissens anzuerkennen oder zu

�

ubernehmen. Er

�

au�erte sich dar

�

uber einmal (Jahrestagung 1923, Marburg) drastisch so

8

:

"

Eine durch keinen Widerspruch zu hemmende unrichtige Theorie ist dar-

um nicht weniger unrichtig, so wie eine durch kein reprimierendes Gericht zu

hemmende verbrecherische Politik darum nicht weniger verbrecherisch ist.\

Dagegen beschreibt [vD94] die grundlegende Einstellung Brouwers zur Mathematik in

folgenden Worten:

"

Ganz kurz gefa�t kann man sagen, da� f

�

ur Brouwer die Mathematik eine

inhaltliche geistige T

�

atigkeit war, ein geistiges Sch

�

opfen und Konstruieren,

unabh

�

angig von Logik, Sprache und Erfahrung, und sich frei entwickelnd.\

�

Uber diese Fragen der Betrachtung und Begr

�

undung der Grundlagen der Mathematik

kam es in den 1920er Jahren zu einem teilweise sehr erbittert und pers

�

onlich gef

�

uhrten

8

(zitiert nach [vD94])
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Streit zwischen Hilbert und Brouwer, dessen die Fundamente der Mathematik betre�ender

Teil erst durch das weitere Fortschreiten der Grundlagenwissenschaft

"

entschieden\ (oder

in neuem Licht gesehen) worden ist. Dabei erwiesen sich die

�

ubertriebenen Anspr

�

uche

und Ho�nungen des formalistischen Ansatzes als unhaltbar, viele der davon inspirierten

Formalismen jedoch als wichtig und beinahe als unverzichtbar. Und auch die Formalismen

weitgehend ablehnende Position Brouwers konnte sich nicht durchsetzen, aber seine Her-

angehensweise an viele Fragen beeinu�te die Forschung an formalen Systemen dennoch

nachhaltig und ma�geblich.

An dieser Stelle sollte einschr

�

ankend zur fr

�

uher hergestellten urs

�

achlichen Beziehung

zwischen der durch das Auftreten der Paradoxien in der Cantorschen Mengenlehre verur-

sachten

"

Grundlagenkrise\ und verschiedenen Arbeiten, die einen Ausweg daraus erm

�

og-

lichten oder nahelegten, gesagt werden, da� ein solcher Zusammenhang urspr

�

unglich oft

nicht bestand. [vD94] weist darauf hin, da� die

"

pl

�

otzliche Bl

�

ute der Grundlagenwissen-

schaft\ nur teilweise auf das Auftauchen der Paradoxien zur

�

uckzuf

�

uhren ist und da� die

Antinomien als Ausgangspunkt nicht

�

ubersch

�

atzt werden d

�

urfen. Wohl sei die Arbeit von

A.N. Whitehead und B. Russell mehr oder weniger direkt darauf zur

�

uckzuf

�

uhren, aber

schon im Falle von Hilberts

"

Die Grundlagen der Geometrie\ sei ein Zusammenhang mit

Bem

�

uhungen zur Grundlegung der Mathematik nicht direkt gegeben, denn die Arbeit sei

eher als Sammlung formaler Forschungen in der Geometrie entstanden. Und auch Zermelos

Axiomatisierung der Mengenlehre sei eher durch die allgemeine Kritik an seinem Beweis

des Wohlordnungsatzes als durch die Paradoxien veranla�t gewesen. Soda� insgesamt das

Vermeiden der Paradoxien f

�

ur Brouwer, Hilbert und Zermelo ein zwar

"

angenehmes Ne-

benprodukt\, aber nicht das Hauptziel ihrer Arbeit gewesen sei.
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1.2 Entscheidbarkeit formal-logischer Systeme

Es war jedoch wesentlich den Bestrebungen der formalistischen Richtung zu verdanken (in

geringerem Ausma� auch Ergebnissen der logizistischen Richtung), da� durch die axio-

matische Erfassung von mathematischen Theorien in mit Deduktionskalk

�

ulen

�

uberbauten

formalen Systemen verschiedene wichtige, die Grundlagen betre�ende Fragen erstmals

pr

�

azise gestellt und formal exakt behandelt werden konnten. Das waren v.a. Fragen nach

der Widerspruchsfreiheit , der

"

Konsistenz\ einer formal-axiomatischen Theorie, nach der

deduktiven Abgeschlossenheit (Vollst

�

andigkeit in weiter zu pr

�

azisierendem Sinn) und nach

der Entscheidbarkeit (oder der L

�

osung des Entscheidungsproblems) formal-logischer Sy-

steme.

Die Frage nach der Widerspruchsfreiheit einer formal-axiomatischen Theorie|die, wie

schon erw

�

ahnt, von zentraler Bedeutung f

�

ur das formalistische Programm war|konnte

auf das entsprechende formal-logische System bezogen exakt als die Frage gestellt werden,

ob in ihm keine einander logisch entgegengesetzten Formeln (formalen Aussagen) gleich-

zeitig herleitbar sind. Die Frage, ob alle in einer Theorie behandelbaren mathematischen

Probleme l

�

osbar sind (ob also in dieser Theorie das principium tertii exclusi mit Recht

angewendet werden darf) konnte auf die exakt formalisierte Theorie bezogen pr

�

azis als die

Frage nach deren deduktiver Abgeschlossenheit behandelt werden. Und zwar in dem Sinn,

da� gefragt wird, ob darin jeder formalisierbare Satz entweder selbst oder in Gestalt seiner

Negation als Theorem der Theorie abgeleitet werden kann. Das Problem der Entscheidbar-

keit trat in Beziehung zu einer formalisierten Theorie als die Frage in Erscheinung, ob es

eine Methode bzw. ein Verfahren gibt, mit der bzw. mit dem zu jeder vorgelegten Formel

der Theorie e�ektiv

9

und d.h. durch die mechanische Ausf

�

uhrung von im Verfahren genau

festgelegten Schritten nach endlich vielen solcher Schritte festgestellt und also entschieden

werden kann, ob die Formel ein Theorem der Theorie ist oder ob das nicht der Fall ist.

Entscheidungsprobleme stellten sich in der Folge im Zusammenhang mit den gerade

entwickelten logischen Kalk

�

ulen und ebenso auch f

�

ur Axiomatisierungen bekannter mathe-

matischer Theorien wie etwa der durch die Peanoschen Axiome axiomatisierten Theorie

nat

�

urlicher Zahlen.

Etwas konkreter, aber dennoch mit unspezi�zierten Begri�en und also weitgehend un-

9

Der hier und im folgenden

�

ofter verwendete (und verbreitete) Wortgebrauch, von einem

"

e�ektiven

Verfahren\ in leichtem Gegensatz zu einem (allg.)

"

Verfahren\ zu handeln, ist so zu verstehen, da� ein

"

e�ektives Verfahren\ immer als ein solches verstanden wird, das f

�

ur beliebige zul

�

assige Ausgangsobjekte

nach der Ausf

�

uhrung endlich vieler Schritte zu einem Resultat gelangt. (

"

Zul

�

assigkeit\ von Ausgangsob-

jekten ist hier als eine

�

au�ere Spezi�kation jener Dinge, mit denen das Verfahren

�

uberhaupt umgehen

kann, aufzufassen). { Diese bez

�

uglich allen zul

�

assigen Ausgangsobjekten bestehende Terminationseigen-

schaft wird f

�

ur ein

"

Verfahren\ (:ohne den Zusatz

"

e�ektiv\) nicht von vorne herein vorausgesetzt und

konstituiert einen Unterschied in der Verwendung dieser beiden Begri�e, der im wesentlichen dem Unter-

schied zwischen (total-)rekursiven und partiell-rekursiven Funktionen analog bzw. nachgebildet ist bzw.

diesem zugrundeliegt.
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formal wird die Entscheidbarkeit formaler Systeme in Logikb

�

uchern zuerst oft so de�niert:

Ein Entscheidungsverfahren f

�

ur ein formales System F ist eine Methode, mit der zu ei-

ner gegebenen Formel von F in einer endlichen Anzahl von Schritten entschieden werden

kann, ob die Formel ein Theorem ist oder nicht. Das Entscheidungsproblem f

�

ur F besteht

in der Aufgabe, entweder ein Entscheidungsverfahren f

�

ur F zu �nden, oder zu beweisen,

da� ein solches nicht existieren kann ([Shoe67]). Auf die etwas allgemeinere Situation ei-

ner Menge E und einer Teilmenge A � E

�

ubertragen kann analog de�niert werden: Ein

Entscheidungsverfahren f

�

ur A in E ist eine Methode, mit der zu einem gegebenen Element

a 2 E in einer endlichen Anzahl von Schritten entschieden werden kann, ob a 2 A oder

a =2 A gilt. Analog zu oben besteht das Entscheidungsproblem f

�

ur A in E in der Aufgabe,

entweder ein Entscheidungsverfahren f

�

ur A in E zu �nden oder die Nicht-Existenz eines

solchen zu beweisen.

In einer solchen De�nition ist aber immer noch weitgehend unpr

�

azisiert geblieben, was

unter einem

"

Verfahren\ und einer

"

Methode\ genau verstanden werden soll. Eine solche

Ausdrucksweise entsprach der Situation der Logik vor der Entwicklung exakter Verfahrens-

begri�e in den 1930er Jahren, als besonders von den Hauptvertretern der formalistischen

Richtung noch geho�t worden war, solche Entscheidungsprobleme in den neu entstande-

nen formalen Systemen und Logik-Kalk

�

ulen nach und nach auf positive Weise durch die

Konstruktion von Entscheidungsverfahren l

�

osen zu k

�

onnen. In dieser Richtung hatte es ja

auch erste Teilerfolge gegeben, wie zum Beispiel den Nachweis der Entscheidbarkeit des

Klassenkalk

�

uls durch L. L

�

owenheim (1915), also der Feststellbarkeit der Allgemeing

�

ultig-

keit pr

�

adikatenlogischer Ausdr

�

ucke, die nur einstellige Pr

�

adikatenvariable enthalten. Ein

weiteres ber

�

uhmtes Resultat war der Vollst

�

andigkeits- und Entscheidbarkeitsbeweis von

M. Presburger (1929) f

�

ur eine Axiomatisierung der Theorie der Addition ganzer (und im

weiteren auch nat

�

urlicher) Zahlen (vgl. Kap. 2).

Allerdings verst

�

arkten sich gegen Ende der 1920er Jahre bei einigen Mathematikern

der Eindruck und die Vermutung, da� speziell das (als Fragestellung) zentrale Entschei-

dungsproblem f

�

ur den logischen Kalk

�

ul der Pr

�

adikatenlogik 1. Ordnung (in [HA28]: der

"

engere Pr

�

adikatenkalk

�

ul\), das von Hilbert und Ackermann in [HA28] noch|optimistisch

klingend|so formuliert wurde:

"

Das Entscheidungsproblem ist gel

�

ost, wenn man ein Verfahren kennt, das

bei einem vorgelegten logischen Ausdruck durch endlich viele Operationen die

Entscheidung

�

uber die Allgemeing

�

ultigkeit bzw. Erf

�

ullbarkeit erlaubt.\,

nicht auf positive Weise gel

�

ost werden kann (Indizien f

�

ur einen begr

�

undeten Skeptizismus

in dieser Richtung hatte J. v. Neumann in [vN27]

10

geliefert).

Der Nachweis der Unentscheidbarkeit eines formalen Systems erforderte aber, da er die

Nicht-Existenz eines (e�ektiven) Entscheidungsverfahrens f

�

ur dieses System zeigen sollte,

10

(zitiert nach [Ga94])
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eine genaue De�nition des Begri�s

"

e�ektives Verfahren\. Denn nur auf der Basis einer

solchen De�nition kann

�

uberhaupt argumentiert werden, da� die Methoden der dadurch

pr

�

azisierten Verfahrensklasse (m

�

oglicherweise, wenn so ein Beweis gelingt) nicht ausrei-

chen, um ein bestimmtes Problem in v

�

olliger Allgemeinheit zu l

�

osen. Andererseits sollte

diese Klasse aber auch umfassend genug sein, um wirklich alle durch ein

"

e�ektives Ver-

fahren\ m

�

oglichen Berechnungen (bzw. Konstruktions- oder Entscheidungsprozesse) auch

mit Verfahren dieser pr

�

azisierten Verfahrensklasse durchf

�

uhren zu k

�

onnen. Dies nat

�

urlich

deshalb, weil andernfalls vielleicht eine gr

�

o�ere Verfahrensklasse de�niert werden k

�

onn-

te, auf die sich bez

�

uglich der zuerst betrachteten Klasse erzielten Unl

�

osbarkeitsaussagen

m

�

oglicherweise nicht

�

ubertragen lassen, soda� solchen Aussagen dann nur noch eine sehr

eingeschr

�

ankte Bedeutung zuk

�

ame.

�

Uberlegungen zur Kl

�

arung dieser Situation f

�

uhrten auf den vorerst etwas vagen Be-

gri� der

"

berechenbaren Funktion\, der aber von verschiedenen Ausgangspunkten aus von

A. Church, S.C. Kleene, A. Turing, E. Post und K. G

�

odel auf verschiedene Weise pr

�

azisiert

worden ist, mit dem Erfolg, da� sich alle diese De�nitionen der berechenbaren Funktion als

�

aquivalent erwiesen.

�

Uberlegungen solcher Art f

�

uhrten A. Church auf die heute als

"

Chur-

che These\ (1936) ber

�

uhmte und wohlbegr

�

undete Annahme, da� alle

�

uberhaupt durch

ein Verfahren, einen Algorithmus berechenbaren bzw. angebbaren Funktionen auch schon

berechenbar im Sinne einer der oben erw

�

ahnten (und als untereinander

�

aquivalent erkann-

ten) Pr

�

azisierungen dieses Begri�es sind. Besonders

�

uberzeugend in dieser Richtung wirkte

auf viele Mathematiker dabei die von A. Turing vorgestellte De�nition von

"

Berechenbar-

keit\, die auf einer genauen Analyse des mechanischen Vorgangs einer Rechnung (durch

einen Menschen) beruhte und Turing zu einem einfachen abstrakten Maschinenmodell,

der (bald so genannten:) Turingmaschine, die solche Rechnungen ebenfalls bewerkstelligen

kann, hinf

�

uhrten.

Nur durch das Akzeptieren der Churchen These wurde das erste Unentscheidbarkeits-

resultat m

�

oglich und wurde von A. Church 1936 und|unabh

�

angig|von A. Turing 1937

ausgesprochen: Die Unentscheidbarkeit der Pr

�

adikatenlogik 1. Ordnung, also die Aussa-

ge, da� das

"

Entscheidungsproblem\ im Hilbertschen Sinne (d.h. das f

�

ur den

"

engeren

Pr

�

adikatenkalk

�

ul\) unl

�

osbar ist bzw. das Entscheidungsproblem f

�

ur die Pr

�

adikatenlogik

1. Ordnung nicht in positiver Weise (durch das Finden eines Entscheidungsverfahrens)

l

�

osbar ist.

Zuvor hatte allerdings K. G

�

odel 1931 schon die formale Unvollst

�

andigkeit und also die

deduktive Unabgeschlossenheit von Theorien 1. Ordnung, die konkret angebbare Axio-

matisierungen von Gebieten sind, die die elementare Zahlentheorie (Peano-Arithmetik)

enthalten, bewiesen (G

�

odel bezog sich dabei auf den Formalismus der Principia Mathema-

tica) und damit auch den Grundstein zu den Unentscheidbarkeitsresultaten von Church

und Turing gelegt. Einen noch gr

�

o�eren R

�

uckschlag f

�

ur das formalistische Programm als

dieser Unvollst

�

andigkeitssatz stellte jedoch ein zweiter Unableitbarkeitssatz von K. G

�

odel

dar: Dieser besagt, da� die Widerspruchsfreiheit eines hinreichend umfassenden (und das
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hei�t erneut: eines die elementare Zahlenarithmetik beinhaltenden) und auf konkret an-

gebbare Weise axiomatisierbaren formal-logischen Systems nicht mit den Mitteln dieses

Systems und d.h. in diesem System selber bewiesen werden kann. Damit konnte die Ho�-

nung der Hauptexponenten der formalistischen Richtung auf eine durch einen

"

�niten\ Wi-

derspruchsfreiheitsbeweises sich gr

�

undende Sicherstellung aller mathematischer Methoden

nicht mehr ganz ohne weiters aufrecht erhalten werden (ein

"

�niter\ Widerspruchsfreiheits-

beweis mu� wegen des Ergebnisses von G

�

odel also auch auf Evidenzen basieren, die von

den in der elementaren Arithmetik formalisierbaren Begri�en verschieden sind; trotzdem

wurden solche Widerspruchsfreiheitsbeweise f

�

ur vergleichbare Systeme z.B. von G. Gent-

zen, 1936, und auch von K. G

�

odel, 1958, gefunden bzw. angegeben). Das formalistische

Programm Hilberts kann dadurch nicht als gescheitert angesehen werden, obwohl ihm der

angestrebte endg

�

ultige Abschlu� bei der Errichtung unantastbarer Fundamente der Ma-

thematik (haupts

�

achlich infolge des zweiten G

�

odelschen Unableitbarkeitssatzes) sicherlich

versagt blieb.

Unter Verwendung eines der f

�

ur die

"

Berechenbarkeit\ gefundenen exakten Begri�e

kann man nun auch die fr

�

uher gegebene inhaltliche De�nition der Entscheidbarkeit, die

auf

"

e�ektive Verfahren\ Bezug nahm, durch eine formal exakte ersetzen. In Logikb

�

uchern

wird daf

�

ur weitgehend der Begri� der

"

rekursiven\ Funktion verwendet, dessen Pr

�

azisie-

rung v.a. auf K. G

�

odel zur

�

uckgeht; ausschlaggebend f

�

ur die verbreitete Verwendung dieses

Verfahrensbegri�es ist sicherlich, da� darin ausschlie�lich zahlentheoretische Funktionen

und Operationen zwischen solchen (und also gebr

�

auchliche mathematische Objekte) auf-

treten und da� dieser Begri� weiters noch eng mit den G

�

odelschen Unableitbarkeitss

�

atzen

in Verbindung steht, die in der Logik seit ihrer Entdeckung eine zentrale Stellung einneh-

men. F

�

ur eine De�nition des Begri�s der (total-)

"

rekursiven\ Funktion sei hier (z.B.) auf

[Shoe67], Chapt. 6, verwiesen.

Zum Zweck der neuen De�nition der Entscheidbarkeit einer formal-logischen Theo-

rie ist es n

�

otig, diese Theorie in naiv-mengentheoretischen Begri�en auch als Tripel

T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) mit Zeichenalphabet �

T

, Formelmenge Fo

T

� �

�

T

und Theorem-

menge Thm

T

� Fo

T

au�assen zu k

�

onnen (es handelt sich dabei um die Verwendung von

Schreibweisen aus der Mengenlehre zum Zweck der einfachen formalen und symbolischen

Durchf

�

uhrung dieser De�nition und nicht um eine Einbettung der Theorie T in ein Axio-

mensystem der Mengenlehre).

Eine G

�

odelnummerierung f

�

ur T sei eine injektive Funktion h�i : �

�

T

! N

0

, die auch

eine (ein-)eindeutige Verbindung zwischen den Formeln von T und einer Menge von nat

�

urli-

chen Zahlen, den sog. G

�

odelzahlen herstellt und die auf augenscheinliche Weise e�ektiv

sein soll: D.h. zu jeder Zeichenkette w 2 �

�

T

soll hwi auf e�ektive Weise berechnet werden

k

�

onnen und von einem vorgelegten n 2 N

0

soll ebenso e�ektiv festgestellt werden k

�

onnen,

ob ein w 2 �

�

T

mit hwi = n existiert, und|wenn das der Fall ist|soll zu n dieses w auch
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tats

�

achlich konstruiert werden k

�

onnen

11

. n 2 N hei�t dann G

�

odelzahl f

�

ur eine Formel

A 2 Fo

T

bzgl. einer G

�

odelnummerierung h�i, wenn n = hAi.

De�nition 1.2.1. Entscheidbarkeit einer formalisierten Theorie.

Sei T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) eine (in dieser Gestalt aufgefa�te, formal-logische) Theo-

rie T . Sei Thm

�

T

das folgende einstellige Pr

�

adikat

�

uber den nat

�

urlichen Zahlen N

0

:

Thm

�

T

(x) ! x ist G

�

odelzahl eines Theorems von T

�

 ! es git eine Formel A 2 Fo

T

mit `

T

A und x = hAi

�

Dann ist T entscheidbar genau dann, wenn (das Pr

�

adikat) Thm

�

T

rekursiv

12 13

ist.

Man sieht leicht ein, da� De�nition 1.2.1 nicht von der speziellenWahl einer G

�

odelnum-

merierung abh

�

angig ist und da� die De�nition weiters auch mit der fr

�

uheren inhaltlichen

vereinbar ist, weil eine G

�

odelnummerierung h�i f

�

ur eine Theorie T eine Hilfskonstruktion

ist, um einerseits aus einem e�ektiven Entscheidungsverfahren f

�

ur T eine e�ektiv bere-

chenbare Funktion c

Thm

�

T

, die Thm

�

T

berechnet (i.e. charakteristische Funktion von Thm

T

ist), zu gewinnen und andererseits aus einem e�ektiv berechenbaren Pr

�

adikat

13

Thm

�

T

ein

Entscheidungsverfahren f

�

ur T aufzubauen.

L

�

angere Zeit hindurch hielt man die Arbeit an solchen Theorien, die als entscheid-

bar erkannt worden waren, f

�

ur abgeschlossen, da f

�

ur diese Theorien durch den Nachweis

der Entscheidbarkeit nunmehr ja e�ektive Verfahren zur Verf

�

ugung standen, mit denen|

zumindestens theoretisch|alle darin auftretenden Fragen auf jetzt genau festgelegte, me-

chanischen Regeln folgende Rechnung zuverl

�

assig richtig und eindeutig entschieden werden

konnten. Andererseits bestand an diesen Theorien (wie etwa der Presburger Arithmetik

(als Additionsarithmetik [z.B.] der nat

�

urlichen Zahlen)) auch kein unmittelbares mathema-

tisches Interesse, da diese nur sehr kleine Teilgebiete der Mathematik umfa�ten, in denen

kaum o�ende Fragen von (damaligem) Interesse bestanden (diese Situation unterschied

sich aber v

�

ollig von jener in den als unentscheidbar erkannten Theorien).

11

Solche G

�

odelnummerierungen existieren immer, vgl. z.B. [Shoe67], Chapt. 6, oder [BoJe74], Chapt. 15,

p. 171. Sie wurden zuerst von K. G

�

odel in [G

�

o31] eingef

�

uhrt.

12

"

Rekursiv\ ist hier im Sinne von (total-)rekursiv (d.h. partiell-rekursiv und total) wie z.B. in [Shoe67],

Chapt. 6, p. 109, zu verstehen, wo total-rekursive Funktionen direkt und ohne ausgesprochene Bezugnahme

auf die Klasse der partiell-rekursiven Funktionen de�niert werden.

13

Weiters ist ein ganzzahliges Pr

�

adikat P (n) als rekursiv de�niert, wenn die charakteristische Funktion

c

P

(n) (die f

�

ur n mit P (n) gleich 1, sonst gleich 0 gesetzt wird) rekursiv ist.
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1.3 Grundbegri�e der Komplexit

�

atstheorie, Beziehung zu

logischen Entscheidungsproblemen

Obwohl

�

Uberlegungen, unter unentscheidbaren Systemen verschiedene Schwierigkeitsgra-

de ihrer Unentscheidbarkeit zu �nden, schon l

�

anger bestanden, fand die Besch

�

aftigung mit

Schwierigkeitsstufen der Entscheidbarkeit von entscheidbaren Systemen|die sog. Komple-

xit

�

atstheorie|ihren Ausgangspunkt erst in den 1960er Jahren angeregt durch die st

�

urmi-

sche Entwicklung des Computers. Damit wurde es n

�

amlich m

�

oglich und interessant, Pro-

bleme aus entscheidbaren logischen Systemen auch auf Rechenmaschinen zu

�

ubertragen

und mit deren Hilfe in ganz neuem und gr

�

o�erem Ma�stab zu l

�

osen. Im Zusammenhang

damit stellte sich aber (wie auch f

�

ur viele andere Verfahren und Algorithmen, die schon

l

�

anger bekannt waren) die Frage nach dem Rechenaufwand, den ein Verfahren bei sei-

ner Ausf

�

uhrung auf einem Computer an vorhandenen oder ben

�

otigten Betriebsressourcen

erfordert. Unter solchen Gesichtspunkten mu�ten

�

altere Verfahren oft v

�

ollig neu

�

uber-

dacht und konstruiert werden, um

�

uberhaupt auf einem Rechner eingesetzt werden zu

k

�

onnen. Hierdurch taten sich viele neue theoretische Fragen von oftmals direkter prak-

tischer Relevanz auf, Fragen nach der Komplexit

�

at eines Problems, also Fragen, ob und

wie verschiedene real auftretende Probleme entsprechend dem ihrer L

�

osung inh

�

arenten

Schwierigkeitsgrad klassi�ziert werden k

�

onnen.

F

�

ur allgemeine komplexit

�

atstheoretische Untersuchungen ist es n

�

otig, von einem um-

fassenden, jedoch zugleich auch pr

�

azisen Begri� einer

"

Problemstellung\ bzw. eines

"

Pro-

blems auszugehen, um die gro�e F

�

ulle und Vielfalt von in der Informatik auftretenden

Problemen in einem gemeinsamen Formalismus studieren zu k

�

onnen. [Jo90] tut das, in-

dem er Probleme als eine

"

totale\ Relation von Zeichenketten ansieht:

De�nition 1.3.1. Probleme.

Ein Problem ist eine Menge X von geordneten Paaren (I;A) von Zeichenketten

I;A 2 f0; 1g

�

, wobei I jeweils eine Instanz und A eine Antwort des Problems genannt

wird und weiters jedes I 2 f0; 1g

�

als die erste Komponente von mindestens einem Paar

in X auftritt (diese letzte Bedingung bezeichnet [Jo90] als die Eigenschaft der

"

Totalit

�

at\

der Relation X auf Zeichenketten

�

uber dem Alphabet f0; 1g).

F

�

ur die Begri�e

"

Wort\,

"

Verkettung von Symbolen\ und

"

Sprachen\ (

�

uber einem

gegebenen Symbolalphabet) werden in der theoretischen Informatik zumeist Festsetzungen

wie etwa die folgenden verwendet:

De�nition 1.3.2. W

�

orter, Symbolverkettung, Sprachen.

� sei ein endliches Symbolalphabet.

Ein Wort w

�

uber � ist eine endliche Kette von Symbolen aus �. Die Symbolver-

kettung S

1

� S

2

zweier Symbole S

1

; S

2

2 � sei das Wort bestehend aus erstem Zeichen

S

1

und zweitem Zeichen S

2

. Die Verkettung w

1

� w

2

zweier Worte w

1

und w

2

�

uber �
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sei das Wort, das aus den Zeichen von w

1

gefolgt nach rechts von den Zeichen von w

2

besteht. � sei das Leerwort, i.e. jenes Wort, das aus 0 Zeichen aus � besteht. Die L

�

ange

jwj eines Wortes w ist die Anzahl der darin vorkommenden Symbole, d.h. genauer, es gilt

die folgende rekursive Festsetzung: F

�

ur w = � gilt jwj = 0; f

�

ur w = S mit S 2 � ist

jwj = 1; f

�

ur w = w

1

� w

2

, wobei w

1

und w

2

W

�

orter

�

uber � sind, gilt jwj = jw

1

j+ jw

2

j.

F

�

ur jedes Wort w = S

i

0

� S

i

1

� : : : � S

i

n�1

�

uber � mit jwj = n und S

i

j

2 � (0 � j < n)

sei w(j) := S

i

j

(0 � j < n); w

R

:= S

i

n�1

� S

i

n�2

� : : : � S

i

1

� S

i

0

sei das von r

�

uckw

�

arts

nach vorne gelesene Wort w. �

+

sei die Menge aller W

�

orter w der L

�

ange � 1

�

uber

�; �

�

:= �

+

[ f�g. Eine Sprache L

�

uber Alphabet � ist eine Menge L � �

�

, das

Komplement co�L einer Sprache L

�

uber � sei co�L:= �

�

n L.

Zur Beschreibung von Grundmengen von W

�

ortern werden weiters manchmal Schreib-

weisen verwendet, die aus der Beschreibung von regul

�

aren Ausdr

�

ucken bzw. von Mengen

von regul

�

aren Ausdr

�

ucken entlehnt sind: so bezeichnet f

�

ur ein Alphabet � und zwei Sym-

bole a; $ 2 � z.B. die Menge �

�

(�nfag)[fa; $a; $$ag (� �

�

), die Menge aller W

�

orter aus

�

�

, die entweder gleich a oder $a oder $$a sind, oder ein letztes Symbol aus � ungleich a

besitzen.

(Es sei an dieser Stelle erneut darauf hingewiesen, da� die Verwendung von mengen-

theoretischen Symbolismen in dieser und in den folgenden De�nitionen nur der Verwen-

dung von mengentheoretischen Schreibweisen entspricht, um|wie in weiten Teilen der Ma-

thematik

�

ublich|komplizierte Sachverhalte in einer einheitlichen Sprache auszudr

�

ucken,

und da� diese Schreibweisen bei der Bezeichnung informatischer Objekte hier theoretisch

immer umgangen werden k

�

onnten (aber um den Preis gro�en Aufwands und des Verlustes

der gebr

�

auchlichen mathematischen Ausdrucksweise)).

Als Beispiele f

�

ur De�nition 1.3.1 seien hier zwei Probleme angegeben, das Problem der

"

Isomorphie von Graphen\ und das logische Problem der \aussagenlogischen Erf

�

ullbar-

keit\:
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ISOMORPHIE VON GRAPHEN

Instanz: Zwei ungerichtete Graphen G = (V;E) und G = (V

0

; E

0

), wobei V und V

0

endli-

che Mengen von Ecken und E und E

0

endliche Mengen von Kanten (d.s. ungeordnete

Paare von Ecken) von V und V

0

sind.

Antwort: \Ja", wenn es eine bijektive Funktion f : V ! V

0

gibt, so, da� f

�

ur alle u; v 2 V

gilt: fu; vg 2 E , ff(u); f(v)g 2 E

0

;

\Nein", andernfalls.

AUSSAGENLOGISCHE ERF

�

ULLBARKEIT

Instanz: Eine Liste von Literalen U = (u

1

; u

1

; u

2

; u

2

; : : : ; u

n

; u

n

), eine Folge von Klausen

C = (c

1

; : : : ; c

n

), wobei jede Klause eine Teilmenge von U ist.

Antwort: \Ja", wenn es eine Wahrheitsbelegung f

�

ur die Variablen u

1

; : : : ; u

n

gibt, die

alle Klausen in C erf

�

ullt, d.h. eine Teilmenge U � U

0

so, da� jU

0

\ fu

i

; u

i

gj = 1

(1 � i � n) und jU

0

\ c

i

j � 1 (1 � i � m) ;

\Nein", andernfalls.

Um diese Problemstellungen als Probleme im Sinne von De�nition 1.3.1 aufzufassen,

ist es n

�

otig, jeweils von einer einfachen Weise, Graphen bzw. Literale und Klausen durch

bin

�

are Zeichenketten darzustellen, auszugehen und weiters zwei verschiedene Bin

�

arw

�

orter

a

J

; a

N

2 f0; 1g

�

f

�

ur die Antworten \Ja" und \Nein" festzulegen und die Problemstellungen

davon ausgehend folgenderma�en zu de�nieren:

f(x; a

J

= x besteht aus 2 Darstellungen des gleichen Graphen Gg [

[ f(x; a

N

= x besteht nicht aus 2 Darstellungen des gleichen Graphen Gg

f

�

ur ISOMORPHIE VON GRAPHEN (

�

ahnlich kann f

�

ur AUSSAGENLOGISCHE ER-

F

�

ULLBARKEIT vorgegangen werden).

Eine solche Problemspezi�kation ist nat

�

urlich noch unvollst

�

andig, da eine genau Fest-

legung der Darstellung von Graphen bzw. Listen und Literalen und Listen von Klausen als

Bin

�

arw

�

orter hier nicht erfolgt ist. Die Art dieser (weitergehenden und genauen) Festlegung

k

�

onnte bei komplexit

�

atstheoretischen Untersuchungen sehr wohl eine Rolle spielen (und

m

�

u�te pr

�

azis geschehen), tut das aber f

�

ur

"

vern

�

unftige\ Darstellungen des Problems mei-

stens kaum, da verschiedene solche Darstellungen oft mit geringem Aufwand ineinander

�

ubergef

�

uhrt werden k

�

onnen (d.h. mit oftmals weit geringerem Aufwand als zur L

�

osung des

Problems bez

�

uglich einer dieser Darstellungen n

�

otig ist.)

Ein weiterer Grund daf

�

ur, warum die angegebenen Problemspezi�kationen unvoll-

st

�

andig sind (selbst wenn genaue Darstellungen der Instanzen und Antworten gegeben
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sind), besteht darin, da� nicht alle Bin

�

arw

�

orter Darstellungen von sinnvollen Problemin-

stanzen sein m

�

ussen (in den obigen Beispielen mu� nicht jedes Bin

�

arwort Darstellung eines

Graphen oder einer Liste von Literalen und einer Folge von Klausen sein). Nach der De�ni-

tion eines Problems mu� aber auch f

�

ur solche inhaltsleere Instanzen des Problems eine Ant-

wort de�niert sein. Diese k

�

onnte als \Nein" gesetzt werden, es k

�

onnte aber auch gew

�

unscht

sein, in diesen F

�

allen \Instanz stellt keine sinnvolle Fragestellung dar" als Ant-

wort zu erhalten.

In der De�nition eines Problems ist nicht gefordert worden, da� Antworten immer

eindeutig sind. So k

�

onnte eine ge

�

anderte Problemstellung im Fall der ISOMORPHIE VON

GRAPHEN durchaus so aussehen, da� zu einer Instanz, die eine Darstellung isomorpher

Graphen ist, als Anworten sowohl \Ja" als auch jede beliebige Funktion zwischen den

Eckenmengen V und V

0

, die eine solche Isomorphie herstellt, zugelassen sind.

De�nition 1.3.3. Ein Problem ist ein funktionales Problem, wenn zu jeder Instanz

genau eine Antwort existiert. { Ein Problem ist ein Entscheidungs-Problem, wenn es

ein funktionales Problem ist, das nur die m

�

oglichen Antworten \ Ja" und \ Nein" (bzw.

nur zwei beliebige verschiedene Antworten) besitzt.

Entscheidungs-Probleme sind unmittelbar mit Sprachen L � f0; 1g

�

verkn

�

upft: Zu je-

dem Entscheidungs-Problem X gibt es eine Sprache L(X) � f0; 1g

�

mit

L(X) = fI 2 f0; 1g

�

=(I; \Ja") 2 Xg

und zu jeder Sprache L � f0; 1g

�

existiert ein Entscheidungs-Problem

X(L) := f(I; \Ja")=I 2 Lg [ f(I; \Nein")=I =2 Lg;

so, da� f

�

ur die dadurch de�nierten Zuweisungen jeweils die eine die Umkehrung der anderen

ist. { Eine solche Entsprechung von Entscheidungs-Problemen und Sprachen besteht auch

�

uber beliebigen Alphabeten.

Das Entscheidungsproblem (: im logischen Sinn) f

�

ur eine Theorie T , wobei T als

T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) aufgefa�t wird, l

�

a�t sich in dem hier betrachteten formalen Rahmen

z.B. auf zwei Arten, als funktionales Problem und als Entscheidungs-Problem darstellen.
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ENTSCHEIDUNGSPROBLEM (1) f

�

ur die Theorie T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

)

Instanz: Ein Wort x 2 �

�

T

.

Antwort:

"

ist Theorem von T\, falls x 2 Thm

T

;

"

ist Formel von T, kein Theorem von T\, falls x 2 Fo

T

n Thm

T

;

"

ist keine Formel von T\, falls x =2 Fo

T

.

ENTSCHEIDUNGSPROBLEM (2) f

�

ur die Theorie T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

)

Instanz: Ein Wort x 2 �

�

T

.

Antwort:

"

ist Theorem von T\, falls x 2 Thm

T

;

"

ist kein Theorem von T\, falls x =2 Thm

T

.

Der Unterschied in der Problemspezi�kation zwischen diesen beiden Problemstellun-

gen k

�

onnte bei Untersuchungen die Entscheidungskomplexit

�

at (und also die Komplexit

�

at

dieser beiden Probleme) betre�end durchaus Unterschiede ergeben und spielt jedenfalls

im Hinblick auf die Auswahl von Methodenklassen, die zur L

�

osung in Frage kommen,

eine Rolle. Trotzdem ist so eine Unterscheidung praktisch eher von nur untergeordneter

Bedeutung, da der zus

�

atzliche L

�

osungsaufwand f

�

ur ENTSCHEIDUNGSPROBLEM (1)

gegen

�

uber ENTSCHEIDUNGSPROBLEM (2) im wesentlichen im Aufwand zur Entschei-

dung, ob eine gegebene Zeichenkette x 2 �

�

T

eine Formel von T darstellt oder nicht,

besteht. Die Eigenschaft,

"

Formel von T\ zu sein, ist aber allermeistens von erheblich nied-

rigerer Komplexit

�

at als die des

"

eigentlichen\ Entscheidungsproblems, des ENTSCHEI-

DUNGSPROBLEMs (2).

In vielen F

�

allen von logischen Theorien sind die obigen Problemstellungen aber noch

aus einem anderen Grund ungen

�

ugend genau. Denn oftmals kann die genaue Gestalt von

Formeln nicht v

�

ollig beibehalten werden, will man zu

"

realistischen\ Aussagen

�

uber die

Entscheidungskomplexit

�

at gelangen. So ist zum Beispiel die ausschlie�lich un

�

are Indizie-

rung von Symbolen und Variablen (die in logischen Systemen und Kalk

�

ulen oft so de�niert

wurde) problematisch, weil diese leicht zu exponentiell l

�

angeren Formeln f

�

uhren kann im

Vergleich zu sinnvoll und am wirklichen Einsatz auf einem Computer orientiert geschriebe-

nen und gehandhabten Formeln (in denen vern

�

unftigerweise nur n-

�

ar indizierte Symbole

(n 2 N , n � 2) vorkommen). Weiters wird in der Logik h

�

au�g mit einem unbegrenz-

ten Symbolvorrat operiert, Rechenmaschinen k

�

onnen aber nur

�

uber endlichen Alphabe-

ten sinnvoll arbeiten. { Insgesamt entsteht also die Forderung, da� die aufgrund einer

bestimmten Formelsyntax erreichten Komplexit

�

atsresultate auf eine realistische Situation

des Einsatzes eines Entscheidungsverfahrens auf einem Computer (wenigstens theoretisch)

�

ubertragbar sein sollten; d.h. also, da� die auf der Basis einer bestimmten Syntax erzielten
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Komplexit

�

atsresultate nicht schon durch formale Eigenarten dieser Syntax in realit

�

ats-

ferner Weise verzerrt sein sollten und solcherart vielleicht mehr die Komplexit

�

at dieser

Syntax-Besonderheiten als die Komplexit

�

at des Entscheidungsproblems selbst beschrei-

ben.

Aus allen diesen Gr

�

unden soll eine Theorie T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) auch als Tripel

T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) aufgefa�t werden k

�

onnen, wobei T

((M))

f

�

ur die Theo-

rie T in

"

Maschinen-behandelbarer Form\ steht, �

T

((M))

ein endliches Zeichenalphabet ist,

Fo

T

((M))

die darin ausdr

�

uckbare Formelsprache von T ist und Thm

T

((M))

die den Theore-

men von T entsprechende Formelsprache von Fo

T

((M))

ist.

Die Formelsprache Fo

T

((M))

mu� dabei unter Beachtung der Einschr

�

ankungen wie oben

sinnvoll gew

�

ahlt werden, jedenfalls aber so, da� jeder Formel A von T eine Formel A

((M))

von T

((M))

und umgekehrt jeder Formel A von T

((M))

eine Formel A

(A)

von T zugeordnet

werden kann (f

�

ur Elemente aus Fo

T

((M))

werden im folgenden fettgedruckte kalligraphische

Buchstaben gew

�

ahlt), soda� jedenfalls immer

A

(A

((M))

)

gleich A

gilt ( dem entspricht die Forderung, da� T

((M))

auch eine allgemeinere Syntax als T besitzt,

in die die Syntax von T

"

eingebettet\ werden kann.)

Als Beispiel einer wie hier geforderten Formelsprache f

�

ur eine logische Theorie

1. Ordnung (in der Pr

�

azisierung dieses Konzeptes durch [Shoe67], das als Logik-

Kalk

�

ul in dieser Arbeit weitgehend verwendet wird) mit endlich vielen nichtlogischen

(Funktions- und Pr

�

adikats-) Symbolen sei hier eine LR(1)-Grammatik G

T

((M))

ange-

geben, die als Sprache pr

�

anex geschriebene Formeln (wie sie dem System in [Shoe67]

zugrundeliegen) einer Theorie T mit nichtlogischen Symbolen e

1

; : : : ; e

n

(1)

(Konstan-

tensymbole), f

1;1

; : : : f

1;n

(2)

1

(1-stellige Funktionssymbole), : : : , f

m

(2)

;1

; : : : ; f

m

(2)

;n

(2)

m

(2)

(m

(2)

-stellige Funktionssymbole), p

1;1

; : : : ;p

1;n

(3)

1

(1-stellige Pr

�

adikatssymbole), : : : ,

p

m

(3)

;1

; : : : ;p

m

(3)

;n

(3)

m

(3)

(m

(3)

-stellige Pr

�

adikatssymbole), besitzt (wobei n

(1)

, m

(2)

,

n

(2)

1

; : : : ; n

(2)

m

(2)

, : : : , m

(3)

, n

(3)

1

; : : : ; n

(3)

m

(3)

2 N

0

)

14

.

14

Es handelt sich bei e

1

; : : : ; e

n

(1)

, f

1;1

; : : : f

1;n

(2)

1

, : : : , f

m

(2)

;1

; : : : ; f

m

(2)

;n

(2)

m

(2)

, p

1;1

; : : :p

1;n

(3)

1

, : : : ,

p

m

(3)

;1

; : : : ;p

m

(3)

;n

(3)

m

(3)

um syntaktische Variable f

�

ur Konstanten-, Funktions- und Pr

�

adikatssymbole einer

Theorie T , also um Platzhalter f

�

ur konkrete, hierdurch vorerst noch nicht weiter (als durch ihre jewei-

lige Stelligkeit) festgelegte, nichtlogische Symbole von T (vgl. dazu den Gebrauch und die Schreibweise

syntaktischer Variable f

�

ur nichtlogische Symbole von Theorien 1.Ordung in [Shoe67]).
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G

T

((M))

besitzt dabei als Terminalalphabet die Menge

�

T

((M))

:=

�

:;_;9;&;!;$;8;=; x; y; z; w;

0

;

1

;

2

; : : : ;

9

;

f

1;1

; : : : f

1;n

(2)

1

; : : : : : : f

m

(2)

;1

; : : : f

m

(2)

;n

(2)

m

(2)

;

e

1

; : : : ; e

n

(1)

;p

1;1

; : : :p

1;n

(3)

1

; : : :p

m

(3)

;1

; : : : ;p

m

(3)

;n

(3)

m

(3)

	

15

und die in Grammatik 1.3.1 angebenen Produktionen in BNF

16

.

Hiervon ausgehend kann diese Theorie T zum Zweck der realistischeren Untersuchung

ihrer Entscheidungskomplexit

�

at mit leicht abge

�

anderter Syntax (abge

�

andert gegen

�

uber

der in [Shoe67] gebrauchten Syntax) als Tripel T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) mit

�

T

((M))

wie angegeben und mit

Fo

T

((M))

:= L(G

T

((M))

) ; Thm

T

((M))

:= fA 2 Fo

T

((M))

= `

T

A

(A)

g ;

aufgefa�t werden. Hierbei ist L(G

T

((M))

) die von G

T

((M))

erzeugte Formelsprache undA

(A)

eine auf sinnvolle und augenscheinliche Weise zu jeder Formel A 2 Fo

T

((M))

de�nierte, ihr

in T entsprechende Formel (daf

�

ur m

�

ussen dezimale Indizes durch Strichindizes ersetzt

werden und Formeln, die die logischen Symbole &, !, $ und 8 enthalten, durch logisch

�

aquivalente Formeln, die diese Symbole nicht mehr enthalten, ersetzt werden).

Der Unterschied in der Syntax zwischen T

((M))

und T besteht genau (1) in der dezima-

len Indizierung von Variablen in T

((M))

gegen

�

uber un

�

arer Indizierung x

0

; x

00

; x

000

; : : : in T

und (2) darin, da� in der Syntax von Formeln in T

((M))

auch die logischen Symbole &,!,

$ und 8 als zul

�

assige Symbole vorkommen, w

�

ahrend diese Symbole im Formalismus von

[Shoe67] nur

"

de�nierte Symbole\ sind und also dort nur als abk

�

urzende Schreibweisen f

�

ur

Formeln, in denen diese Symbole nicht vorkommen, auftreten bzw. gebraucht werden.

F

�

ur ein anderes Beispiel einer Formelgrammatik (f

�

ur Theorien der Presburger Arith-

metik) vgl. Grammatik 2.6.1, Abschnitt 2.6, Kapitel 2.

Die f

�

ur die Komplexit

�

atstheorie bedeutsame Fragestellung besteht nun nicht so sehr

darin, f

�

ur gegebene konkrete einzelne Instanzen eines Problems den Aufwand, der zum Fin-

den einer zugeh

�

origen Antwort n

�

otig ist, zu ermitteln (das ist nat

�

urlich aber f

�

ur praktische

15

Hierbei sei angenommen, da� die syntaktischen Variablen f

�

ur die Konstanten-, Funktions- und Pr

�

adi-

katssymbole f

�

ur einerseits untereinander paarweise verschiedene und andererseits auch von den

�

ubrigen

Zeichen in �

T

((M))

verschiedene Symbole stehen.

16

Backus-Naur-Form

17

In dieser De�nition von G

T

((M))

in BNF sind die Konstantensymbole e

1

; : : : ; e

n

(1)

, die Funktionssym-

bole f

1;1

; : : : ; f

m

(2)

;n

(2)

m

(2)

, und die Pr

�

adikatssymbole p

1;1

; : : : ;p

m

(3)

;n

(3)

m

(3)

, die als syntaktische Variable f

�

ur

konkrete, hier nicht festgelegte Symbole von T stehen, nicht fettgedruckt worden, obwohl sie Terminalsym-

bole bezeichnen. Allerdings sind sie selbst keine Terminalsymbole und in der Darstellung einer Grammatik

in BNF kommt die Eigenschaft, fettgedruckt zu werden, nur den Terminalsymbolen zu. In der Darstellung

von G

T

((M))

hier sind diese Symbole daher erneut syntaktische Variable (und also Platzhalter), nun aller-

dings f

�

ur konkrete, hier nicht weiter spezi�zierte Terminalsymbole, die, falls sie an die Stelle der synt. Var.

gesetzt w

�

urden, fettgedruckt erscheinen m

�

u�ten.
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Grammatik 1.3.1 LR(1)-Grammatik G

T

((M))

:

17

<formula>::= <at formula>|:

:

:<formula>|_

_

_<formula><formula>

9

9

9<variable><formula>|&<formula><formula>|

!

!

!<formula><formula>|$

$

$<formula><formula>|

8

8

8<variable><formula>

<at formula>::= =

=

=<term><term>|<1 ary pred symb><term>|

<2 ary pred symb><term><term>| : : :

: : : |<m

(3)

ary pred symb><term> : : : <term>

| {z }

m

(3)

<1 ary pred symb>::= p

1;1

|p

1;2

| : : : |p

1;n

(3)

1

<2 ary pred symb>::= p

2;1

|p

2;2

| : : : |p

2;n

(3)

2

.

.

.

<m

(3)

ary pred symb>::= p

m

(3)

;1

|p

m

(3)

;2

| : : : |p

m

(3)

;n

(3)

m

(3)

<term>::= <variable>|<const symb>|<1 ary funct symb><term>

<2 ary funct symb><term><term>| : : :

: : : |<m

(2)

ary funct symb><term> : : : <term>

| {z }

m

(2)

<variable>::= x|y|z|w|x<dec ind>|y<dec ind>|z<dec ind>|w<dec ind>

<dec ind>::=

0

|

1

| : : : |

9

|

1

<dec ind str>| : : : |

9

<dec ind str>

<dec ind str>::=

0

|

1

| : : : |

9

|

0

<dec ind str>| : : : |

9

<dec ind str>

<const symb>::= e

1

|e

2

| : : : |e

n

(1)

<1 ary funct Symb>::= f

1;1

|f

1;2

| : : : |f

1;n

(2)

1

<2 ary funct Symb>::= f

2;1

|f

2;2

| : : : |f

2;n

(2)

2

.

.

.

<m

(2)

ary funct Symb>::= f

m

(2)

;1

|f

m

(2)

;2

| : : : |f

m

(2)

;n

(2)

m

(2)



26 KAPITEL 1. ENT-, UN-, UND SCHWERENTSCHEIDBARKEIT

Aufgabenstellungen oft von gro�er Bedeutung), sondern in der Frage, wieviel Aufwand (in

einem n

�

aher zu de�nierenden Sinn verstanden) eine allgemeine Methode zur L

�

osung eines

Problems ben

�

otigt. Also etwa in der Frage, wie sich dieser Aufwand als Funktion einer

von der Instanz abh

�

angigen Gr

�

o�e (zumeist deren L

�

ange als Zeichenkette) absch

�

atzen oder

beschr

�

anken l

�

a�t.

De�nition 1.3.4. Eine e�ektive Methode M zur L

�

osung eines Problems X ist hierbei

also eine e�ektive Methode oder ein e�ektives Verfahren, mit dem zu jeder gegebenen

Instanz I von X in einer endlichen Anzahl von Schritten eine zugeh

�

orige Antwort A

gefunden werden kann.

(Die hierin ausgesprochene L

�

osbarkeit durch ein e�ektives Verfahren (oder eine e�ek-

tive Methode) verweist nat

�

urlich im Lichte der Churchen These darauf, da� Probleme, die

durch ein solches Verfahren l

�

osbar sind, auch von einem Verfahren aus einer der pr

�

azi-

sierten Verfahrensklassen gel

�

ost werden k

�

onnen; f

�

ur allgemeine komplexit

�

atstheoretische

Untersuchungen ist es aber nicht sinnvoll, die Klasse der betrachteten Verfahren von vor-

ne herein auf nur ein Berechnungsmodell zu beschr

�

anken, da|obwohl gegen

�

uber diesen

Modellen keine zus

�

atzlichen Probleme gel

�

ost werden k

�

onnen|doch interessante Unter-

schiede in der Berechnungskomplexit

�

at zwischen Methoden aus verschiedenen

"

univer-

sellen\

18

Klassen bestehen k

�

onnten. { Dennoch �nden in der Komplexit

�

atstheorie |aus

sp

�

ater anzudeutenden Gr

�

unden|haupts

�

achlich nur Klassen von Turingmaschinen als Ver-

fahrenskonzepte Anwendung.)

De�nition 1.3.5. Sei X ein Problem, M eine e�ektive Methode zur L

�

osung von X, R

eine von M beanspruchte Ressource.

Dann seien

Rc

M;R

: f0; 1g

�

! N

0

x 7! Rc

M;R

:= Von der Methode M zum Finden einer

Antwort A zur Instanz x des Problems X

beanspruchte Quantit

�

at an Ressource R

und

R

M

: N

0

! N

0

n 7! R

M

(n) := maxfRc

M;R

(x)=x 2 f0; 1g

�

; jxj = ng

die Funktionen, die Instanzen x 2 f0; 1g

�

den Aufwand zur L

�

osung des Problems X mittels

18

Hierbei steht eine

"

universelle Verfahrensklasse\ f

�

ur eine solche Klasse, bez

�

uglich der sich jedes algo-

rithmische Verfahren auch von einem dieser Gesamtheit angeh

�

origen Verfahren ausf

�

uhren oder simulieren

l

�

a�t. Im Lichte der Churchen These bedeutet das, da� eine solche Klasse einer der pr

�

azisierten Klassen

(�-De�nierbarkeit, Turingmaschinen, partiell-rekursive Funktionen, Markov-Algorithmen, : : : )

�

aquivalent

ist (es also e�ektive gegenseitige Simulationen gibt).
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M bzw. jeder Zahl n 2 N

0

den

�

uber alle x 2 f0; 1g

�

mit jxj = n maximierten Aufwand zur

L

�

osung von Instanz x von X mittels M zuweisen.

Die Funktion R

M

(n) ist ein worst-case-Ma� und sch

�

atzt den zur L

�

osung einer Instanz

x mit jxj = n n

�

otigen Aufwand an Ressource R nur nach oben ab (den Aufwand im

schlimmsten Fall). Bei vielen praktischen Problemstellungen k

�

onnte sich nat

�

urlich auch

ein average-case-Ma� (ein Aufwandsma� f

�

ur den durchschnittlichen Fall) als interessant

erweisen. Average-case-Analysen erweisen sich oft als erheblich schwieriger als worst-case-

Analysen und bilden (bisher) nur einen kleineren Teil der Komplexit

�

atstheorie.

De�nition 1.3.6. Wachstumsordnungen von Funktionen

Seien f; g : N

0

! R

+

0

Funktionen.

(i)

"

f ist assymptotisch durch g beschr

�

ankt\ (f �

ae

g)

19

: ()

() (9n

0

2 N

0

)(8n � n

0

; n 2 N ) (f(n) � g(n)):

"

f ist unendlich oft kleiner gleich als g\ (f �

io

g)

19

: ()

() (8n

0

2 N

0

)(9n � n

0

; n 2 N ) (f(n) � g(n)):

Analoge Festsetzungen hierzu seien auch f

�

ur =

ae

, 6=

ae

, �

ae

, <

ae

, >

ae

, =

io

, 6=

io

, �

io

,

<

io

und >

io

getro�en.

(ii) f , g seien so, da� f; g 6=

ae

0.

"

f und g n

�

ahern sich assymptotisch an\ (f � g) : ()

() lim

n!1

f(n)

g(n)

= 1:

(iii) Es gelten folgende Bezeichungen f

�

ur Wachstumsklassen von Funktionen:

O(g) := fh : N

0

! R

+

0

= (9k 2 N )(h �

ae

k � g)g ;


(g) := fh : N

0

! R

+

0

= (9k 2 N )(h �

ae

k

�1

� g)gg

o(g) := fh : N

0

! R

+

0

= (8k 2 N )(h �

ae

k

�1

� g)gg

!(g) := fh : N

0

! R

+

0

= (8k 2 N )(h �

ae

k � g)g

�(g) := O(g) \ 
(g) :

Die dadurch de�nierten Aussagen f 2 O(g) [f 2 
(g), f 2 o(g), f 2 !(g), f 2 �(g)]

werden in Worten durch

"

f w

�

achst nicht schneller als g\ [

"

f w

�

achst nicht

langsamer als g\,

"

f w

�

achst langsamer als g\,

"

f w

�

achst schneller als g\,

"

f und g wachsen gleich schnell\] ausgedr

�

uckt.

19

ae steht hier f

�

ur \almost everywhere" , also f

�

ur

"

fast

�

uberall\, io f

�

ur \in�nitely often", also

"

unendlich

oft\. Hier sind die deutsche Bezeichnungen wie in [Rei90] u.a. deshalb vermieden worden, da

"

f.

�

u.\ im

Deutschen wohl eher f

�

ur eine Aussage in der Analysis und in der Ma�theorie gebr

�

auchlich ist.
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F

�

ur Mengen G von Funktionen von N

0

nach R

+

0

gelten die Setzungen:

O(G) :=

[

g2G

O(g) ; 
(G) :=

[

g2G


(g) ;

o(G) :=

\

g2G

o(g) ; !(G) :=

\

g2G

!(g)

Um die einem Problem X inh

�

arente L

�

osungs-Komplexit

�

at zu untersuchen (und sich

diesem unpr

�

azisen Begri� auf exakt-de�nitorische Weise zu n

�

ahern), ist es notwendig,

dieses Problem gegen

�

uber einer Klasse C von Methoden, die als L

�

osungsmethoden in

Frage kommen sollen, anzuschauen und nach

"

optimalen\ L

�

osungsmethoden f

�

ur X aus C

zu fragen.

Eine optimale L

�

osungsmethode M f

�

ur das Problem X bez

�

uglich der Methodenklasse

C w

�

are dabei eine solche e�ektive Methode M aus C zur L

�

osung von X, soda� f

�

ur alle

anderen L

�

osungsmethoden M

0

aus C f

�

ur das Problem X gilt: R

M

(n) �

ae

R

M

0

(n).

Es sind nun aber verschiedene F

�

alle vorstellbar und auch tats

�

achlich m

�

oglich, in denen

optimale L

�

osungsmethoden nicht existieren: (1) Es ist denkbar, da� es L

�

osungsmetho-

den M und M

0

f

�

ur X aus C gibt, f

�

ur die R

M

und R

M

0

zwar �

ae

-minimale

20

Elemente

(unter allen R

~

M

f

�

ur L

�

osungsmethoden

~

M f

�

ur X aus C) sind, die jedoch bez

�

uglich �

ae

unvergleichbar sind, d.h. also, f

�

ur die R

M

>

io

R

M

0

und R

M

<

io

R

M

0

gelten. (2) Es kann

geschehen, da� auch minimale Elemente bez

�

uglich �

ae

nicht existieren. (So ein Fall k

�

onn-

te z.B. dann eintreten, wenn f

�

ur ein Problem X zu jedem � > 0 L

�

osungsmethoden M

�

mit R

M

�

2 O(n

1+�

) existieren, nicht jedoch eine Methode M mit R

M

2 O(n)

21

. { Es gibt

Umst

�

ande, unter denen so ein Fall wirklich eintritt

22

.)

Aus diesen Gr

�

unden und einer Reihe weiterer (etwa, da� f

�

ur viele Methodenklassen

C zu einer L

�

osungsmethode M aus C auch f

�

ur alle c > 0, c 2 R L

�

osungsmethoden M

c

aus C mit R

M

c

(n) � c � R

M

(n) existieren, da� also der L

�

osungsaufwand durch beliebige

Faktoren beschleunigt werden kann) ist in vielen F

�

allen von Problemen der entsprechende

L

�

osungsaufwand nur nach oben und nach unten eingrenzbar. Die Frage, wie genau das

geschehen kann, ist aber von gro�em komplexit

�

atstheoretischen Interesse.

In einer sehr allgemeinen Weise k

�

onnen nun Komplexit

�

atsschranken f

�

ur den L

�

osungs-

aufwand eines Problems wie in [Jo90] so de�niert werden:

20

�

ae

ist nun reexiv und transitiv, nicht aber antisymmetrisch; um eine Ordnung�

0

ae

daraus zu erhalten,

m

�

u�te �

ae

auf =

ae

-

�

Aquivalenzklassen fortgesetzt werden. Geht man von so einer Fortsetzung aus, dann

kann f

�

ur �

ae

in Beziehung zu einer Klasse K � R

+

0

N

0

von Funktionen gesetzt werden:

f :N

0

! R

+

0

ist in K �

ae

-minimal: () :(9g 2 K) (g �

ae

f & g 6=

io

f):

21

In diesem Fall k

�

onnte es aber z.B. eine optimale L

�

osungsmethode M mit R

M

(n) 2 O(n log n) geben.

22

Vgl. den Beschleunigungssatz (\Speed-up Theorem") von Blum, zB. in [HoUl79], p. 308.
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De�nition 1.3.7. Obere und untere Schranken.

Sei X ein Problem, C eine Klasse von Methoden, R eine von Methoden aus C bean-

spruchte Ressource, t :N

0

! R

+

0

.

(i) t(n) ist eine obere Schranke f

�

ur den Aufwand zur L

�

osung von X mit Methoden

aus C bez

�

uglich Ressource R genau dann, wenn eine e�ektive Methode M aus C

existiert, die X l

�

ost und f

�

ur die gilt: R

M

(n) 2 O(t(n)).

(ii) t(n) ist eine untere Schranke f

�

ur den Aufwand zur L

�

osung von X mit Methoden

aus C bez

�

uglich Ressource R genau dann, wenn f

�

ur alle e�ektiven Methoden M aus

C, die X l

�

osen, gilt: R

M

(n) 2 
(t(n)).

Eine obere Schranke t

o

(n) f

�

ur den L

�

osungsaufwand von Problem X bez

�

uglich Me-

thoden aus C ist also mit der G

�

ultigkeit der Aussage verkn

�

upft, da� (jedenfalls:) eine

L

�

osungsmethodeM aus C existiert, f

�

ur die sich das Wachstumsverhalten von R

M

(n) nach

oben durch t

o

(n) beschr

�

anken l

�

a�t (soda� also R

M

(n) nicht schneller als t

o

(n) w

�

achst).

Eine untere Schranke t

u

(n) f

�

ur den L

�

osungsaufwand von Problem X mit Methoden aus

C impliziert dagegen die Aussage, da� sich das Wachstumsverhalten von R

M

(n) f

�

ur jede

L

�

osungsmethode M aus C f

�

ur X nach unten durch t

u

(n) absch

�

atzen l

�

a�t (soda� also f

�

ur

jede solche L

�

osungsmethode M R

M

(n) nicht langsamer als t

u

(n) w

�

achst).

Es ist damit leicht zu sehen, da� diese beiden Begri�e einander zwar ausschlie�en, nicht

jedoch einfach das Gegenteil zueinander sind, denn die Verneinungen von

"

t(n) ist obere

Schranke : : : \ bzw.

"

t(n) ist untere Schranke f

�

ur X bzgl. Methoden M aus C\ f

�

uhren auf

die Aussagen:

(8M 2 C; M ist L

�

os.meth. f

�

ur X)(8c 2 N ) (R

M

(n) >

io

c � t(n)) bzw.

(9M 2 C; M ist L

�

os.meth. f

�

ur X)(8c 2 N ) (R

M

(n) <

io

c

�1

� t(n))

In der hier angebenen Form schlie�en sich diese Bezeichnungen gegenseitig nicht aus.

Es handelt sich bei De�nition 1.3.7 aber nur um ungef

�

ahre Festsetzungen f

�

ur allgemei-

ne Methodenklassen, die bei der Betrachtung einzelner, genau spezi�zierter Klassen oft

deren speziellen Eigenschaften angepa�t werden m

�

ussen, um in solchen konkreten Zusam-

menh

�

angen sinnvolle und brauchbare Begri�e zu bilden. So ist es begri�lich w

�

unschens-

wert, da� sich die Eigenschaften, untere Schranke zu sein, bzw. obere Schranke zu sein,

gegenseitig ausschlie�en (wenngleich aber nicht unbedingt die N

�

otigkeit besteht, zu for-

dern, da� sie das Gegenteil voneinander ausdr

�

ucken). Weiters scheint f

�

ur die meisten be-

deutsamen komplexit

�

atstheoretischen Zwecke und

�

Uberlegungen die Erkl

�

arung unterer

Schranken in De�nition 1.3.7 deutlich zu einschr

�

ankend ausgefallen zu sein (wenngleich

wohl im Bem

�

uhen entstanden, unanschaulichere Situationen begri�lich auf alle F

�

alle zu

vermeiden).
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So w

�

are es allgemein vielleicht besser, statt

(8M 2 C; M ist L

�

os.meth. f

�

ur X)(9c 2 N ) (R

M

(n) �

ae

c

�1

� t(n)) , (1.1)

also der Bedingung an t(n), untere Schranke f

�

ur den L

�

osungsaufwand vonX mit Methoden

aus C zu sein, nur

(8M 2 C; M ist L

�

os.meth. f

�

ur X)(9c 2 N ) (R

M

(n) �

io

c

�1

� t(n)) , (1.2)

als an eine untere Schranke t(n) zu richtende Bedingung zu verwenden. (1.2) ist schw

�

acher

als (1.1), schlie�t aber f

�

ur alle L

�

osungsmethoden M aus C f

�

ur X nicht aus, da� es unend-

lich viele n gibt, f

�

ur die M sehr e�zient, beispielsweise konstant oder qualitativ kleiner

als t(n) ist; und es scheint nicht sinnvoll, eine solche Situation bei der De�nition von unte-

ren Schranken auszuschlie�en. { Noch weitergehend k

�

onnte argumentiert werden, da� die

wesentliche interessante Eigenschaft unterer Schranken eigentlich nur darin besteht, keine

obere Schranke zu sein, also

(8M 2 C; M ist L

�

os.meth. f

�

ur X)(8c 2 N ) (R

M

(n) >

io

c � t(n)) , (1.3)

zu erf

�

ullen. (1.3) formuliert die Eigenschaft von t(n), da� sich das Wachstumsverhalten

von R

M

(n) f

�

ur keine L

�

osungsmethode M 2 C f

�

ur X nach oben durch t(n) begrenzen l

�

a�t

(d.h. da� R

M

(n) f

�

ur keine solche L

�

osungsmethode nicht schneller als t(n) w

�

achst). Und

diese Aussage ist f

�

ur sinnvolle Funktionen t(n) (d.h. etwa monoton wachsenden Funktionen

oder monoton wachsenden Funktionen, die einer bekannten Wachstumsklassen angeh

�

oren)

oft von gr

�

o�erem Interesse als eine Aussage, da� sich R

M

(n) f

�

ur keine L

�

osungsmethode

M 2 C f

�

ur X im Wachstumsverhalten nach oben durch t(n) begrenzen l

�

a�t

23

. { Bez

�

uglich

(1.3) k

�

onnte allenfalls noch weiters die Frage gestellt werden, wie

"

dicht\ jene n 2 N

0

, f

�

ur

die R

M

(n) >

io

c � t(n) gilt, in N liegen.

Im fr

�

uher skizzierten Fall eines Problems X, zu dem f

�

ur jedes � > 0 L

�

osungsme-

thoden M

�

mit R

M

�

(n) 2 O(n

1+�

) existieren, nicht jedoch eine L

�

osungsmethode M

0

mit

R

M

0

(n) 2 O(n), w

�

aren f

�

ur alle � > 0 die Funktionen n

1+�

obere Schranken f

�

ur den

L

�

osungsaufwand. Entlang von De�nition 1.3.7 k

�

onnte von n

1

nur gesagt werden, da� das

keine obere Schranke ist; (1.1) mu� nicht erf

�

ullt sein, (1.3) und (1.2) sind es hingegen schon

23

Hierf

�

ur ist nat

�

urlich entscheidend, da� ein praktisches Interesse weitgehend immer m

�

oglichst e�zienten

Algorithmen zur L

�

osung eines Problems P gilt, sowie Aussagen, welchen Begrenzungen die Suche nach

solchen Algorithmen aus prinzipiellen Gr

�

unden unterworfen ist, und nicht S

�

atzen

�

uber die ausschlie�liche

Existenz von guarantiert ine�ektiven Algorithmen f

�

ur die L

�

osung von P (d.h. solchen Algorithmen, die

f

�

ur weitgehend alle Eingaben nur sehr ine�ektiv sind). { Als eine in diesem Zusammenhang zu nennende

Ausnahme k

�

onnten aber in der Komplexit

�

atstheorie betrachtete Fragestellungen gelten, die ihre Motivation

aus der Kryptographie beziehen. Hierbei kann n

�

amlich f

�

ur den Nachweis der

"

Sicherheit\ von Kodes

auch der Beweis von st

�

arkeren Eigenschaften unterer Schranken f

�

ur bestimmte Probleme erforderlich oder

zumindestens w

�

unschenswert sein.
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((1.3) formuliert die Eigenschaft, nicht obere Schranke zu sein, (1.2) folgt aus (1.3)). In

diesem Fall w

�

are es aber schon auch angebracht, von einer linearen unteren Schranke f

�

ur

den L

�

osungsaufwand von X sprechen zu k

�

onnen.

Viele der in der Komplexit

�

atstheorie auftretenden Schrankenfunktionen k

�

onnen nach

ihrer Zugeh

�

origkeit zu einer der folgenden Mengen von Komplexit

�

atsfunktionen klassi�-

ziert werden:

De�nition 1.3.8. Mengen von Komplexit

�

atsfunktionen.

Seien 1, id, exp und log die wie folgt de�nierten Grundfuktionen:

1 : N

0

! N

0

; id: N

0

! N

0

; exp: N

0

! R

+

0

; log : N

0

! R

+

0

;

n 7! 1 n 7! n n 7! e

n

n 7!

(

0 : : : n = 0

lnn : : : n � 1

Unter einer Komplexit

�

atsfunktion sei eine beliebige zahlentheoretische Funktion

t : N

0

! R

+

0

verstanden.

Sei im weiteren nun t : N

0

! R

+

0

eine beliebige Komplexit

�

atsfunktion.

Von besonderem Interesse sind oft die folgenden, sich von t herleitenden Mengen von

Komplexit

�

atsfunktionen

24

:

CON := O(1) konstant

Lin(t) := �(id) linear

Pol(t) :=

S

k2N

O(t

k

) polynomial

Log(t) := �(log t) logarithmisch

LLog(t) := �(log(log t)) zweifach logarithmisch

PLog(t) := Pol(Log(t)) polynomial logarithmisch

ExL(t) := exp(�(t)) exponentiell linear

ExP (t) := exp(Pol(t)) exponentiell

EPLog(t) := exp(PLog(t)) exponentiell polylogarithmisch

EExL(t) := exp(exp(�(t))) doppelt exponentiell linear

EExP (t) := exp(exp(Pol(t))) doppelt exponentiell polynomial

Bez

�

uglich der h

�

au�g vorkommenden Identit

�

atsfunktion id schreibt man als Abk

�

urzung

f

�

ur Lin(id) auch LIN , f

�

ur Pol(id) auch POL und gelangt auf analoge Weise ebenso

zu Festsetzungen f

�

ur LOG, PLOG, LLOG, EPLOG, EXL, EXP , EEXL und

EEXP .

24

Bei der Festlegung dieser Mengen unter Verwendung fr

�

uherer De�nitionen werden|wie auch in

[Rei90]|f

�

ur Funktionen f : N

0

! R

+

0

und Funktionenmengen G � R

+

0

N

0

an einigen Stellen unausgespro-

chen nat

�

urliche Setzungen der Gestalt f(G) := ff(g)=g 2 Gg benutzt.
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1.4 IOTM-Turingmaschinen als Berechnungsmodelle in der

Komplexit

�

atstheorie

Das in der Komplexit

�

atstheorie am weitesten verbreitete Berechnungsmodell ist das der

Turingmaschine, wobei aber viele verschiedene Varianten dieser Maschine betrachtet wer-

den. Der Grund daf

�

ur, da� haupts

�

achlich nur dieses Modell verwendet wird, liegt einerseits

in seiner Einfachheit und Anschaulichkeit und andererseits darin, da� sich die schwierig-

sten (und vielfach noch ungel

�

osten) Fragestellungen der Komplexit

�

atstheorie besonders

gut in der Bezugnahme auf Klassen von Turingmaschinen formulieren lassen. Als ein wei-

terer daf

�

ur entscheidender Grund kommt noch hinzu, da� viele interessante komplexit

�

ats-

theoretische Fragen Problemkomplexit

�

aten betre�en, die viel h

�

oher sind als der Aufwand,

der zur

�

Ubertragung eines Verfahrens von einer Turingmaschine auf eine Maschine ei-

nes anderen

"

vern

�

unftigen\ Maschinenmodells (entsprechend vergleichbaren Typs) oder

umgekehrt n

�

otig ist. Diese Aussage ist im Lichte der sog. INVARIANZ-THESE zu verste-

hen, die besagt:

"

Sinnvolle\ Maschinen k

�

onnen einander gegenseitig mit einer polynomial-

Zeit-beschr

�

ankten Erh

�

ohung der Rechenzeit und einer linear-beschr

�

ankten Erh

�

ohung des

Speicherplatzbedarfes simulieren

25

. Viele interessante Komplexit

�

atsklassen sind nun aber

gegen

�

uber polynomial-Zeit- und linear-Speicherplatz-beschr

�

ankten Transformationen ab-

geschlossen.

Als Pr

�

azisierung eines Turingmaschinen-Modells seien hier im folgenden IOTM's (in-

put-output-Turingmaschinen) beschrieben, das sind Turingmaschinen mit einem Eingabe-

band, von dem nur gelesen wird, einem Ausgabeband, auf das nur geschrieben wird und

einem oder mehreren Arbeitsb

�

andern (alle B

�

ander sind einseitig, rechtsseitig unendlich).

F

�

ur diese Turingmaschinen kann der zur L

�

osung eines Problems n

�

otige Aufwand besonders

gut analysiert werden.

Die L

�

ange einer Berechnung einer IOTM M bei Eingabe w ist die Anzahl der Schritte

in der Berechnung; der von einer Berechnung erforderte Speicherplatz bei Eingabe x ist

die Gesamtanzahl der w

�

ahrend der Berechnung auf einem der Arbeitsb

�

ander aufgesuchten

Bandk

�

astchen. Die von einer Berechnung produzierte Ausgabe ist das am Ende der Be-

rechnung auf dem Ausgabeband stehende, nicht mit dem Leersymbol # (Blank) endende,

nach rechts hin aber von unendlich vielen Blanks begrenzte Wort.

Da also in den Speicherplatzbedarf einer von einer IOTM ausgef

�

uhrten Berechnung die

f

�

ur die Eingabe und die Ausgabe (auf dem Eingabe- bzw. dem Ausgabeband) verwendeten

Bandk

�

astchen nicht eingerechnet werden, ist es m

�

oglich, da� eine IOTM eine Sprache L

25

\INVARIANCE THESIS: \Reasonable" machines can simulate each other within a polynomially

bounded overhead in time and a constant-factor overhead in space." (zitiert aus: [vEB90]; dort �nden

sich au�erdem einige Bemerkungen

�

uber den m

�

oglichen Bereich der G

�

ultigkeit dieser Aussage sowie

�

uber

den Zusammenhang mit der sog. PARALLEL COMPUTATION THESIS: \Whatever can be solved in

polynomially bounded space on a reasonable sequential machine can be solved in polynomially bounded

time on a reasonable parallel machine, and vice versa.").
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oder eine Funktion f mit sub-linear (z.B. logarithmisch) begrenztem Speicherplatz akzep-

tiert bzw. berechnet. Dadurch k

�

onnen sehr feine Unterschiede der Berechnungskomplexit

�

at

von Problemen untersucht werden.

Die hier besprochenen Begri�e sollen im folgenden formal dargestellt werden:

De�nition 1.4.1. IOTM{Maschinen.

Eine IOTM M ist ein 10-Tupel M = (k;Q;�;�;�; �; q

0

; $;#; F ) wobei die auftretenden

Bezeichungen folgende Bedeutung haben:

k : : : Anzahl der Arbeitsb

�

ander

Q : : : endliche Menge von Zust

�

anden

� : : : endliches Eingabealphabet ($ =2 �)

� : : : endliches Alphabet f

�

ur die Arbeitsb

�

ander (# 2 �)

� : : : endliches Ausgabealphabet (#;\don't print output"=2 �)

� : : :

�

Ubergangsrelation, es gilt:

� �

�

(QnF )� (� [ f$g)� �

k

�

�

�

�

Q� fleft; right; stayg � (�� fleft; rightg)

k

�

�((� [ f#; \don

0

t print output"g)� fright; stayg)

�

q

0

: : : Anfangszustand

$ : : : Anfangs- und Endmarkierung f

�

ur die Eingabe

# : : : Leersymbol

F : : : Menge von Endzust

�

anden (F � Q)

(Das Symbol $ dient zur Markierung des Eingabewortes w auf beiden Seiten, auf dem

Eingabeband steht bei Eingabe w damit zu jedem Zeitpunkt $w$ und der Bereich dieses

Wortes wird w

�

ahrend einer Berechnung nie verlassen.)

Eine IOTM hei�t deterministisch, wenn sich die

�

Ubergangsrelation � als (m

�

oglicher-

weise partielle)

�

Ubergangsfunktion

� :

�

(QnF )� (� [ f$g)� �

k

�

!

�

Q� : : :

�

au�assen l

�

a�t, andernfalls nichtdeterministisch.

Ein Zug von M besteht im Lesen eines Symbols vom Eingabeband, im Lesen je ei-

nes Symbols von einem der Arbeitsb

�

ander, dem Schreiben eines Symbols auf je eines der

Arbeitsb

�

ander, dem Bewegen des Schreib-Lese-Kopfes (SLK) auf jedem der Arbeitsb

�

ander

auf ein benachbartes Bandk

�

astchen und m

�

oglicherweise dem Bewegen des SLKes um ein

Bandk

�

astchen auf dem Eingabeband nach rechts oder links sowie (ebenfalls: m

�

oglicherwei-

se) dem Schreiben eines Symbols und dem Nach-rechts-Bewegen des SLKes auf dem Ausga-

beband und schlie�lich noch im

�

Ubergang in einen neuen (inneren Maschinen-)Zustand|

alles in einer durch die

�

Ubergangsfunktion � bestimmten Weise.
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De�nition 1.4.2. Kon�gurationen.

Eine Kon�guration einer IOTM M ist ein Element aus der Menge

C

M

= Q� $�

�

$�

�

�

�

(�nf#g) [ f�g

�

k

�

�

(� [ f#g)

�

� [ f�g

�

� N

k+2

0

(� das Leerwort) und kann die Beschreibung des augenblicklichen Arbeitszustandes von

M w

�

ahrend einer Berechnung sein, eine Beschreibung, die den augenblicklichen Zustand,

indem sich die Maschine be�ndet, den Inhalt des Eingabebandes, den Inhalt der Ar-

beitsb

�

ander und des Ausgabebandes (als jene W

�

orter, die nicht mit dem Leersymbol enden,

nach rechts hin aber durch unendlich viele folgende Leersymbole begrenzt sind) sowie die

Positionen der SLKe auf den B

�

andern zum betrachteten Zeitpunkt beinh

�

alt bzw. beschreibt.

Wenn in einer Kon�guration � ein Endzustand q 2 F auftritt, so ist � eine Endkon-

�guration. Die Anfangskon�guration �

M

(x) f

�

ur ein Eingabewort x 2 �

�

ist

�

M

(x) = (q

0

; $x$; �; : : : ; �

| {z }

k+1

; 0; : : : ; 0

| {z }

k+2

) :

De�nition 1.4.3. Berechnungspfade, von IOTM's erhaltene Ausgabe.

F

�

ur eine gegebene IOTM M und zwei Kon�gurationen �; � von M schreibt man � `

M

� (

"

� ist der Nachfolger von �\ bzw.

"

� ist (eine) Nachfolge-Kon�guration von �\)

genau dann, wenn die Kon�guration � aus der Kon�guration � in einem Zug von M

entsteht.

Der reexive und transitive Abschlu� der Relation `

M

sei `

�

M

; der transitive Abschlu�

von `

M

sei `

+

M

.

F

�

ur l 2 N

0

bedeute � `

(l)

M

�, da� es Kon�gurationen �

0

; �

1

; : : : ; �

l

mit �

0

= � und

�

0

`

M

�

1

`

M

�

2

`

M

: : : `

M

�

l

und �

l

= � gibt.

Ein Berechungspfad C von M f

�

ur Eingabewort x 2 �

�

ist eine endliche Folge

C = (�

0

; �

1

; : : : ; �

n

) (n 2 N

0

) von Kon�gurationen mit �

0

= �

M

(x) sowie mit �

0

`

M

�

1

`

M

�

2

`

M

: : : `

M

�

n

; n ist seine L

�

ange.

Ein akzeptierender Berechnungspfad C von M f

�

ur Eingabewort x 2 �

�

ist ein

Berechnungspfad von M f

�

ur Eingabewort x, dessen letzte Kon�guration eine Endkon�gu-

ration ist.

Ein akzeptierender Berechnungspfad C = (�

0

; �

1

; : : : ; �

n

) (n 2 N

0

) von M f

�

ur Eingabe-

wort x 2 �

�

erh

�

alt Ausgabe w 2 (� [ f#g)

�

genau dann, wenn w der in �

n

dargestellte

Inhalt des Ausgabebandes ist.

Ein Berechnungspfad C

1

= (�

0

; �

1

; : : : ; �

n

) hei�t ein Teilpfad eines anderen Berech-

nungspfades C

2

= (�

0

; �

1

; : : : ; �

m

), falls n � m und �

0

= �

0

; : : : ; �

n

= �

n

.



1.4. IOTM-TURINGMASCHINEN 35

De�nition 1.4.4. Von einer IOTM akzeptierte Sprachen bzw. berechnete Funk-

tionen.

M sei eine IOTM mit Eingabealphabet � und Ausgabealphabet �;

f : �

�

! �

�

sei eine Funktion, weiters sei x 2 �

�

. Dann sei de�niert:

(i) M akzeptiert x : () es gibt einen akz. Berechnungspfad von M f

�

ur Eing.wort x.

(ii) Die von M akzeptierte Sprache L(M) sei durch die Festsetzung

L(M) := fx 2 �

�

=M akzeptiert xg

gegeben.

(iii) M sei im besonderen eine deterministische IOTM.

M berechnet die Funktion f : ()

() (8x 2 �

�

)

�

M akzeptiert x und der (dann eindeutig

existierende) Berechnungspfad C von M

f

�

ur Eingabewort x erh

�

alt Ausgabe f(x)

�

F

�

ur nichtdeterministische IOTM's kann eine De�nition einer von M

"

berechneten\

Funktion f : �

�

! �

�

wegen der m

�

oglichen Vielzahl von f

�

ur ein Eingabewort x 2 �

�

exi-

stierenden akzeptierenden Berechnungspfaden C und der dementsprechend weiters vor-

stellbaren Vielzahl von durch solche Berechnungspfade C erhaltenen Ausgaben nicht auf

eine direkte und einheitliche Weise erfolgen, sondern erfordert die weitere Voraussetzung

zus

�

atzlicher einschr

�

ankender Bedingungen. In der Wahl solcher Bedingungen bestehen

jedoch mannigfache Freiheiten und solcherart verschieden durchgef

�

uhrte Festsetzungen

f

�

uhren auf Begri�e und Komplexit

�

atsklassen von durch nichtdeterministische IOTM's

berechnete Funktionen mit sehr unterschiedlichen Eigenschaften bzw. unterschiedlicher

Gr

�

o�e. Eine in den hier betrachteten Zusammenh

�

angen der Untersuchung der Entschei-

dungskomplexit

�

at von entscheidbaren Theorien sinnvolle M

�

oglichkeit k

�

onnte etwa in der

Festsetzung f

�

ur eine IOTMM (mit Eingabealphabet � und Ausgabealphabet �) und eine

Funktion f : �

�

! �

�

der Form

M berechnet die Funktion f : ()

() (8x 2 �

�

) (9C akz. Ber.pfad von M f

�

ur Eing.wort x)

( C erh

�

alt Ausgabe f(x) ) &

& (8C akz. Ber.pfad von M f

�

ur Eing.wort x)

( C erh

�

alt Ausgabe f(x) ) (1.4)

bestehen. (Eine andere und einschr

�

ankendere M

�

oglichkeit h

�

atte in der Forderung nach der

eindeutigen Existenz von akzeptierenden Berechnungspfaden liegen k

�

onnen; diese f

�

uhrt
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aber|sehr wahrscheinlich|oftmals auf kleinere Komplexit

�

atsklassen von durch nichtde-

terministische IOTM's berechnete Funktionen.)

Die L

�

ange einer Berechnung und der von einer Berechnung beanspruchte Speicherplatz

seien wie folgt festgesetzt:

De�nition 1.4.5. Berechnungsl

�

angen, Speicherplatzbedarf einer IOTM.

Sei M ine IOTM, w 2 �

�

, C eine Berechnung von M auf Eingabe w. Die L

�

ange

von C wird mit jCj geschrieben und sei gleich n, falls C = (�

0

; �

1

; : : : ; �

n

) (n 2 N

0

). Der

Speicherplatzbedarf SP (C) von C sei als die Gesamtanzahl der w

�

ahrend C mindestens

einmal aufgesuchten Bandk

�

astchen auf einem der Arbeitsb

�

ander de�niert.

Davon ausgehend k

�

onnen Rechenzeit- und Speicherplatzbedarfsfunktionen abh

�

angig

von der L

�

ange des Eingabewortes de�niert werden.

De�nition 1.4.6. Rechenzeit- und Speicherplatzbedarfs-Funktionen.

Sei M eine IOTM, � ihr Eingabealphabet.

Dann seien die Rechenzeitfunktion Min�RZ

M

sowie die Speicherplatzbedarfsfunktion

Min�SP

M

wie folgt de�niert:

Min�RZ

M

: �

�

! N

0

[ f?g

x 7!Min�RZ

M

(x) :=

8

>

<

>

:

? : : : M akzeptiert x nicht

minfjCj = C ist akz. Ber.pfad von M auf xg

: : :M akzeptiert x

Min�SP

M

: �

�

! N

0

[ f?g

x 7!Min�SP

M

(x) :=

8

>

<

>

:

? : : :M akzeptiert x nicht

minfSP (C) = C ist akz. Ber.pfad von M auf xg

: : :M akzeptiert x

Im Fall, da� M eine deterministische IOTM ist, werden statt Min�RZ

M

und Min�SP

M

vorwiegend die Rechenzeitfunktion RZ

M

und die Speicherplatzbedarfsfunktion SP

M

de�-

niert durch:

RZ

M

: �

�

! N

0

[ f?g SP

M

: �

�

! N

0

[ f?g

x 7! RZ

M

(x) :=Min�RZ

M

(x) x 7! SP

M

(x) :=Min�SP

M

(x)

verwendet (um der Tatsache Rechnung zu tragen, da� ein akzeptierender Berechnungspfad

f

�

ur ein gegebenes Eingabewort|falls ein solcher existiert|dann immer eindeutig vorliegt.)

An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, da� in einigen B

�

uchern

�

uber Kom-

plexit

�

atstheorie Rechenzeit- und Speicherplatzfunktionen anders und nur f

�

ur eine einge-

schr

�

ankte Maschinenklasse de�niert werden. Und zwar werden dort die Funktionen RZ

M
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und SP

M

auch f

�

ur nichtdeterministische Maschinen M erkl

�

art und zwar als:

RZ

M

(x) := maxfjCj =C ist Berechnungspfad von M f

�

ur Eingabewort xg

SP

M

(x) := maxfSP (C)=C ist Berechnungspfad von M f

�

ur Eingabewort xg

(x ein zul

�

assiges Eingabewort)

Eine solche De�nition ist aber nur unter der zus

�

atzlichen, an M zu richtenden Bedingung

sinnvoll-m

�

oglich, da� f

�

ur alle Eingabew

�

orter x der

"

Berechnungsbaum\ aller Berechnungs-

pfade vonM auf Eingabe x endlich ist (damit die Maximumsbildung durchgef

�

uhrt werden

kann) bzw. (was im Lichte des Lemmas von K

�

onig dasselbe bedeutet), da� es keinen

unendlichen Berechnungspfad C von M auf Eingabewort x gibt (d.i. keine unendliche

Kon�gurationenfolge C = (�

0

; �

1

; �

2

; : : : ) mit �

M

(x) = �

0

`

M

�

1

`

M

�

2

`

M

: : : ). { Die-

se Forderung an die zu betrachtenden Turingmaschinen schr

�

ankt die zur Probleml

�

osung in

Frage kommende Maschinenklasse zwar ein, in Beziehung zu den in der Komplexit

�

atstheo-

rie vornehmlich untersuchten Problemen (welchen entscheidbare Sprachen zugrundeliegen)

allerdings nur in unwesentlichen Ma�. Die bez

�

uglich solchen Maschinen de�nierten Kom-

plexit

�

atsklassen entsprechen au�erdem in den allermeisten F

�

allen ziemlich direkt den hier

im folgenden unter Zugrundelegung von De�nition 1.4.6 de�nierten.

Diese ge

�

anderten De�nitionen und Setzungen werden hierher allerdings nicht

�

uber-

nommen, da die Konstruktion von IOTM's der eingeschr

�

ankten Klasse zumeist schon die

Kenntnis

�

uber Aufwandsschranken (im hier de�nierten Sinn) f

�

ur hier de�nierte IOTM's

erfordern und also zus

�

atzliche

�

Uberlegungen sind, die das Wesen nichtdeterministischer Be-

rechnungen auch verschleiern k

�

onnten (wenn die Zusammenh

�

ange nicht immer vollst

�

andig

mitbedacht w

�

urden).

Ausgehend von den in De�nition 1.4.6 de�nierten Rechenzeit- und Speicherplatz-

bedarfsfunktionen kann nun gefragt werden, in welcher Weise der zum Akzeptieren ei-

ner Sprache oder der Berechnung einer Funktion n

�

otige Rechenzeit- oder Speicherplatz-

Aufwand einer IOTM abh

�

angig von der Eingabel

�

ange durch eine Schrankenfunktion be-

grenzt werden kann. Das f

�

uhrt auf die folgende De�nition:

De�nition 1.4.7. Rechenzeit- und Speicherplatzschranken f

�

ur IOTM's.

�;� endliche Alphabete, L � �

�

eine Sprache, f : �

�

! �

�

, M eine IOTM mit Ein-

gabealphabet � und Ausgabealphabet �, s; t : N

0

! R

+

0

Funktionen.

(i) M akzeptiert L mit Rechenzeitschranke t(n): ()

() L(M) = L & (8 bis auf endlich viele x 2 L)

(Min�RZ

M

(x) � t(jxj) ) ;

M akzeptiert L mit Speicherplatzschranke t(n): ()
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() L(M) = L & (8 bis auf endlich viele x 2 L)

(Min�SP

M

(x) � t(jxj) ) ;

M akzeptiert L mit Rechenzeitschranke t(n) und mit Speicherplatzschran-

ke s(n): ()

() L(M) = L &

& (8 bis auf endlich viele x 2  L)(9akz. Ber. C von M auf x)

�

jCj � t(jxj) & SP (C) � s(jxj)

�

(ii) M sei eine deterministische IOTM.

M berechnet f mit Rechenzeitschranke t(n): ()

() M berechnet f & (8 bis auf endlich viele x 2 �

�

)

(Min�RZ

M

(x) � t(jxj) ) ;

daraus ergeben sich analog zu (i) De�nitionen f

�

ur

"

: : : mit Speicherplatzschranke s(n)\,

"

: : : mit Rechenzeitschranke t(n)

und mit Speicherplatzschranke s(n)\.

(iii) Die in (i) und (ii) de�nierten Rechenzeit- und Speicherplatzfunktionen werden (je-

weils) strikte Rechenzeit- und strikte Speicherplatzschranken genannt, falls

die in (i) und (ii) f

�

ur die Absch

�

atzung des Rechenzeit- bzw. Speicherplatzbedarfsauf-

wandes einer IOTM verwendeten, f

�

ur fast alle Werte x 2  L bzw. x 2 �

�

g

�

ultigen

�-Ungleichungen durch f

�

ur alle x 2  L bzw. x 2 �

�

g

�

ultige �-Ungleichungen ersetzt

werden.

Analog zur De�nition in (ii) k

�

onnten nun auch bzgl. der Festsetzung (1.4) einer von ei-

ner nichtdeterministischen IOTMM berechneten Funktion f : �

�

! �

�

Rechenzeitschran-

ken t(n) und Speicherplatzschranken s(n) bzw. gleichzeitig g

�

ultige Rechenzeitschranken

t(n) und Speicherplatzschranken s(n) f

�

ur die Berechnung von f durch M erkl

�

art werden.

Mit Hilfe der Bezeichnungen aus De�nition 1.4.7 lassen sich nun Komplexit

�

atsklas-

sen von Sprachen und Funktionen de�nieren, und zwar jeweils als eine Gesamtheit aller

Sprachen bzw. Funktionen, die zu einer vorgegebenen Schrankenfunktion von einer IOTM

mit durch diese Funktion beschr

�

anktem (bzw. strikt beschr

�

anktem) (Rechenzeit- oder

Speicherplatz- oder Rechenzeit- und Speicherplatz-) Aufwand akzeptiert bzw. berechnet

werden k

�

onnen.
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De�nition 1.4.8. IOTM-Komplexit

�

atsklassen.

Seien s; t : N

0

! R

+

0

Funktionen.

(i) Es gelten folgende Bezeichnungen f

�

ur Komplexit

�

atsklassen von Sprachen bez

�

uglich

IOTM's:

DTime(t(n)) :=

�

L=(9� endl.Alph.)

(9 det. IOTM M mit Eing.alph. �)

(L � �

�

&M akzeptiert L

mit Rechenzeitschranke t(n))

	

;

NTime(t(n)) :=

�

L=(9� endl.Alph.)

(9 IOTM M mit Eing.alph. �)

(L � �

�

&M akzeptiert L

mit Rechenzeitschranke t(n))

	

;

DTimeSpace(t(n); s(n)) :=

�

L=(9� endl.Alph.)(9 det. IOTM M mit Eing.alph. �)

�

L � �

�

&M akzeptiert L

mit Rechenzeitschranke t(n)

und mit Speicherplatzschranke s(n)

�	

:

Analog dazu seien auch die Komplexit

�

atsklassen DSpace(s(n)), NSpace(s(n))

und NTimeSpace(t(n); s(n)) de�nitorisch festgesetzt. Will man das der Sprache

zugrundeliegende Alphabet � hervorheben, so sei dazu weiters noch z.B.

DTime

�

(t(n)) :=

�

L � �

�

=(9 det. IOTM M) (M akz. L mit Rz.schr. t(n))

	

26

festgesetzt (

�

ahnliches in allen anderen F

�

allen).

26

Da in diesem Fall ein Alphabet � �xiert ist, handelt es sich um eine (Komplexit

�

ats-) Menge von

Sprachen

�

uber dem Alphabet �.
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(ii) Es gelten folgende Bezeichnungen f

�

ur Komplexit

�

atsklassen von berechenbaren Funk-

tionen:

DFTime(t(n)) :=

�

f=(9 �, � endl. Alphabete)

(9 det. IOTM M mit Eing.alph. � und Ausg.alph. �)

(M berechnet f : �

�

! �

�

mit Rechenzeitschranke t(n))

	

Auf zu den De�nitionen in (i) und (ii) analoge Weise seien nun auch

die Komplexit

�

atsklassen DFSpace(s(n)), DFTimeSpace(t(n); s(n)), so-

wie die Komplexit

�

atsmengen DFTime

�;�

(t(n)), DFSpace

�;�

(s(n)) und

DFTimeSpace

�;�

(t(n); s(n)) (f

�

ur endliche Alphabete �,�) festgesetzt.

(iii) Analog zu (i) und (ii) seien die Komplexit

�

atsklassen

DTime

�

(t(n)), DSpace

�

(s(n)), : : : , DFTime

�

(t(n)), : : : etc. bez

�

uglich strik-

ter Rechenzeit- bzw. Speicherplatzschranken t(n) bzw. s(n) de�niert.

(iv) Im folgenden werden auch bez

�

uglich Funktionenmengen (von Schrankenfunktionen)

de�nierte Komplexit

�

atsklassen verwendet. F

�

ur eine Menge G � N

0

R

+

0

von Funktio-

nen sei bez

�

uglich der Rechenzeit deterministischer IOTM's beispielsweise die Kom-

plexit

�

atsklasse

DTime(G) :=

S

g2G

DTime(g)

de�niert;

�

ahnliche Setzungen seien aber auch bez

�

uglich aller anderen bisher festge-

legten Arten von Komplexit

�

atsklassen vereinbart.

Analog zur Festsetzung in De�nition 1.4.8 k

�

onnten an dieser Stelle abh

�

angig von

den hier fr

�

uher erfolgten Setzungen f

�

ur von einer nichtdeterministischen IOTM berech-

neten Funktionen sowie von Schrankenfunktionen daf

�

ur nun etwa auch Komplexit

�

atsklas-

sen NFTime(t(n)), NFSpace(s(n)) sowie auch NFTimeSpace(t(n); s(n)) f

�

ur Schranken-

funktionen t; s : N

0

! R

+

0

de�niert werden, NFTime(t(n)) z.B. analog zu DFTime(t(n))

durch

NFTime(t(n)) :=

�

f=(9 �, � endl. Alphabete)

(9 IOTM M mit Eing.alph. � und Ausg.alph. �)

(M berechnet f : �

�

! �

�

mit R.z.schranke t(n))

	

:

Die Verwendung solcher Komplexit

�

atsklassen wird hier jedoch|au�er an einer Stelle im

folgenden zur Begr

�

undung einer die Entscheidungskomplexit

�

at von entscheidbaren Theori-

en betre�enden De�nition|vermieden und umgangen werden (haupts

�

achlich deshalb, weil
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diese in der Komplexit

�

atstheorie eher nicht gebr

�

auchlich und v.a. auch nicht standardisiert

sind).

In einigen sp

�

ater behandelten Komplexit

�

atsaussagen kommen die Komplexit

�

atsklassen

ATime(t(n)), ASpace(s(n)) undATimeAlter(t(n); a(n)) bez

�

uglich alternierender

Turingmaschinen vor. F

�

ur eine De�nition alternierender Turingmaschinen und dieser Klas-

sen von durch solche Maschinen (Rechen-)Zeit-beschr

�

ankt, Speicherplatz-beschr

�

ankt bzw.

Rechenzeit- und Alternationen-beschr

�

ankt erkennbaren Sprachen sei auf [Rei90] oder auf

die grundlegende Arbeit von A. Chandra, D. Kozen und D. Stockmeyer [CKS81] mit dem

Titel \Alternation" verwiesen.

Komplexit

�

atsklassen bez

�

uglich fast

�

uberall g

�

ultigen und strikten Schrankenfunktionen

sind in vielen F

�

allen gleich; so gilt z.B. jedenfalls

DSpace(s(n)) = DSpace

�

(s(n))

f

�

ur alle Schranken s : N

0

! N

0

mit s(n) � 1 (n 2 N

0

), und

DTime(t(n)) = DTime

�

(t(n))

f

�

ur alle Zeitschranken t : N

0

! N

0

mit t(n) � n+ 1 (n 2 N

0

) und lim inf

n!1

t(n)

n

=1

27

.

Die Bezeichnungen f

�

ur fast

�

uberall g

�

ultige bzw. strikte Schrankenfunktionen und ge-

sonderte Komplexit

�

atsklassen bzgl. beider Begri�e wurden hier deshalb de�niert, weil in

der Literatur beide Wege der De�nition auftreten und sich bestimmte kleinere Unterschie-

de zwischen diesen Begri�en u.U. dort ergeben, wo entsprechende Simulationsresultate

nicht angewendet werden k

�

onnen. So ist f

�

ur manche in Kapitel 3 angestellte

�

Uberlegungen

die Verwendung von Komplexit

�

atsklassen bzgl. strikter Schrankenfunktionen n

�

otig.

27

Diese Aussagen folgen (z.B.) sofort aus einem Band-Kompressions-Satz und einem Satz

�

uber die lineare

Beschleunigung von Turingmaschinen in [HoUl79] (\tape compression" in Theorem 12.2, p. 288; \linear

speed up" in Theorem 12.3, p. 290).
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1.5 Obere und untere Schranken f

�

ur die Entscheidungskom-

plexit

�

at entscheidbarer logischer Theorien

IOTM's k

�

onnen auf verschiedene Weise zur L

�

osung von wie fr

�

uher abstrakt de�nierten

Problemen herangezogen werden. Da f

�

ur jedes Problem X nach De�nition 1.3.2 zu jeder

Instanz I 2 f0; 1g

�

jedenfalls eine Antwort A existiert, besitzt X jedenfalls ein funktio-

nales Teilproblem X

0

. Ein funktionales Problem X

0

kann nun von einer IOTM M da-

durch gel

�

ost werden, da� M jene Funktion f : f0; 1g

�

! f0; 1g

�

berechnet, die jeder In-

stanz I die zugeh

�

orige Antwort A zuweist. Ein Entscheidungs-Problem kann demgem

�

a�

von einer IOTM M dadurch gel

�

ost werden, da� M die Funktion f : f0; 1g

�

! fa

J

; a

N

g mit

a

J

; a

N

2 f0; 1g

�

berechnet, wobei a

J

; a

N

jene Antwort-Zeichenketten sind, die den Antwor-

ten

"

Ja\ und

"

Nein\ entsprechen und f jeder Instanz I genau die Antwort a

J

oder a

N

in

�

Ubereinstimmung mit der De�nition von X

0

zuweist.

Auf eingeschr

�

ankte Weise k

�

onnen Entscheidungs-Probleme X von IOTM's (bzw. von

Mehrbandturingmaschinen, die IOTM's ohne Ausgabeband entsprechen) dadurch gel

�

ost

werden, da� M die|wie fr

�

uher de�nierte|Sprache L(X) akzeptiert. In diesem Fall kann

f

�

ur ein I

1

2 f0; 1g

�

nur die Antwort

"

Ja\ erzielt werden, und zwar dann und damit,

da� festgestellt wird, da� M die Instanz I

1

akzeptiert (also im Fall von I

1

2 L(X)=

=fI 2 f0; 1g

�

=(I; \Ja") 2 Xg). Falls I

1

=2 L(X), erfolgt keine Antwort.

Vollst

�

andig k

�

onnte ein Entscheidungsproblem X auf diese Weise nur dadurch gel

�

ost

werden, da� zwei MaschinenM

1

undM

2

existieren, wobeiM

1

die Sprache L(X) akzeptiert

und M

2

die Sprache co�L(X); denn unter solchen Umst

�

anden k

�

onnten f

�

ur eine beliebige

Instanz I die Maschinen M

1

und M

2

parallel betrieben oder ausgef

�

uhrt werden und es

k

�

onnte jedenfalls nach endlich vielen Schritten festgestellt werden, ob I 2 L(X) (falls M

1

die Instanz I akzeptiert) oder I =2 L(X) (fallsM

2

die Instanz I akzeptiert) gilt, und davon

abh

�

angig k

�

onnte dann die Antwort

"

Ja\ oder

"

Nein\ erzielt bzw. gegeben werden.

Eine derartige Aufspaltung der L

�

osung eines Entscheidungs-Problems zur Betrachtung

der L

�

osung zweier Teilprobleme spielt v.a. bei der Untersuchung der Komplexit

�

at eines

Entscheidungs-Problems bez

�

uglich der Verwendung von nichtdeterministischen Turingma-

schinen bzw. IOTM's eine wichtige Rolle (so man nicht von bestimmten, der jeweiligen

Problemstellung angemessenen Festsetzungen einer De�nition von durch nichtdetermini-

stische IOTM's berechnete Funktionen und dazu entsprechend errichteten Komplexit

�

ats-

klassen ausgeht.)

Es ist im Fall der Verwendung von Turingmaschinen als Berechnungsmodell allerdings

nicht mehr n

�

otig, als Alphabet f

�

ur Problemstellungen einzig f0; 1g zuzulassen. Es kann

immer von beliebigen endlichen Alphabeten ausgegangen werden. Der Grund daf

�

ur liegt

darin, da� es lineare-Rechenzeit- und linear-Speicherplatz-beschr

�

ankte gegenseitige Simu-

lationen von Turingmaschinen

�

uber verschiedenen Bandalphabeten � bei gleichem Einga-

bealphabet � gibt (Alphabet-Reduktions-Satz), soda� sich wesentliche Komplexit

�

atsaus-
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sagen f

�

ur auf die gleiche Weise, aber

�

uber verschiedenen Alphabeten formulierte Probleme

immer mit h

�

ochstens linearer Aufwandserh

�

ohung

�

ubertragen lassen.

Das Entscheidungsproblem f

�

ur eine entscheidbare logische Theorie wurde fr

�

uher auf

zwei Arten, als funktionales Problem und als Entscheidungs-Problem spezi�ziert und kann

von IOTM's daher wie hier beschrieben|verschieden|gel

�

ost werden. Bez

�

uglich ENT-

SCHEIDUNGSPROBLEM (1) kommt dabei die Funktion

THM

T

((M))

: �

�

T

((M))

!

�

\ist Theorem von T"; (1.5)

\ist Formel, kein Theorem T";

\ist keine Formel von T"

	

x 7!

8

>

<

>

:

\ist Theorem von T" : : : x 2 Thm

T

((M))

\ist Formel, kein Theorem T" : : : x 2 Fo

T

((M))

nThm

T

((M))

\ist keine Formel" : : : x =2 Fo

T

((M))

f

�

ur T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) ins Spiel.

Mit diesen Setzungen k

�

onnen nun obere und untere Schranken f

�

ur die Entscheidungs-

komplexit

�

at von entscheidbaren logischen Theorien so de�niert werden:

De�nition 1.5.1. Obere und untere Schranken f

�

ur die Entscheidungskomple-

xit

�

at einer Theorie T bzgl. IOTM-Komplexit

�

atsklassen.

T sei eine entscheidbare Theorie, T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) die Theorie als

formales System mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax; t; s : N

0

! N

0

Funktionen.

(i) t(n) ist eine obere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T bzgl.

deterministischer [nichtdeterministischer]

28

IOTM-Rechenzeit : ()

() THM

T

((M))

2 DFTime(t(n))

[Thm

T

((M))

2 NTime(t(n)) & co�Thm

T

((M))

2 NTime(t(n))];

s(n) ist eine obere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T bzgl.

deterministischem [nichtdeterministischem] IOTM-Speicherplatz: ()

() THM

T

((M))

2 DFSpace(s(n))

[Thm

T

((M))

2 NSpace(s(n)) & co�Thm

T

((M))

2 NSpace(s(n))].

Analog k

�

onnen Paare (t(n); s(n)) als obere Schranken der Entscheidungs-

komplexit

�

at von T bzgl. det. [nichtdet.] IOTM-Rechenzeit und gleichzeitig

betrachtetem det. [nichtdet.] IOTM-Speicherplatz unter Verwendung der Klasse

DFTimeSpace(t(n); s(n)) [NTimeSpace(t(n); s(n))] de�niert werden.

28

Diese De�nition ist an verschiedenen Stellen jeweils zweimal zu lesen, einmal ohne den Einschlu�

[ : : : ] in eckigen Klammern und dann noch einmal damit bei gleichzeitiger Weglassung des unmittelbar

davorstehendes Ausdrucks (eines Wortes bzw. einer formalen Aussage).
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(ii) t(n) ist eine untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T bzgl.

deterministischer [nichtdeterministischer] IOTM-Rechenzeit: ()

() THM

T

((M))

=2 DFTime(t(n))

[Thm

T

((M))

=2 NTime(t(n)) _ co�Thm

T

((M))

=2 NTime(t(n))];

s(n) ist eine untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T bzgl.

deterministischem [nichtdeterministischem] IOTM-Speicherplatz: ()

() THM

T

((M))

=2 DFSpace(s(n))

[Thm

T

((M))

=2 NSpace(s(n)) _ co�Thm

T

((M))

=2 NSpace(s(n))].

Erneut k

�

onnen Paare (t(n); s(n)) als untere Schranken f

�

ur die Entschei-

dungskomplexit

�

at von T bzgl. gleichzeitig betrachteten Komplixit

�

atsma�en

IOTM-Rechenzeit und IOTM-Speicherplatzbedarf analog de�niert werden.

Zur unterschiedlichen Art, in der hier obere und untere Schranken f

�

ur die Ent-

scheidungskomplexit

�

at bez

�

uglich deterministischer bzw. bez

�

uglich nichtdeterministischen

Turing- bzw. IOTM-Komplexit

�

atsma�en de�niert wurden, sei hier als Erkl

�

arung noch

folgende

�

Uberlegung nachgestellt: Es w

�

are in den F

�

allen, in denen die Entscheidungs-

komplexit

�

at bzgl. der Verwendung nichtdeterministischer IOTM's betrachtet wird, durch-

aus auch m

�

oglich gewesen, die fr

�

uher angedeuteten Komplexit

�

atsklassen NFTime(t(n)),

NFSpace(t(n)) bzw. NFTimeSpace(t(n); s(n)) zu verwenden und im Fall (i) beispiels-

weise zu setzen:

t(n) ist obere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at

bzgl. nichtdet. IOTM-Rechenzeit :()

() THM

T

((M))

2 NFTime(t(n))

(1.6)

Dies wurde hier jedoch v.a. aus dem schon fr

�

uher erw

�

ahnten Grund umgangen, da� die-

se nichtdeterministische Komplexit

�

atsklassen f

�

ur die Berechnung von Funktionen in der

Komplexit

�

atstheorie keineswegs standardisiert sind. Da jedoch leicht einzusehen ist, da�

f

�

ur alle T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) und Funktionen t : N

0

! R

+

0

THM

T

((M))

2 NFTime(t(n)) () Thm

T

((M))

2 NTime(t(n)) &

& co�Thm

T

((M))

2 NTime(t(n))

(1.7)

gilt

29

, ist klar, da� eine Festsetzung wie in (1.6) zur entsprechenden Aussage in De�niti-

on 1.5.1, (i),

�

aquivalent ist. (Eine analoge

�

Uberlegung l

�

a�t sich sofort auch f

�

ur jedes andere

29

(Aus einer (nichtdeterministischen) IOTM M , die THM

T

((M))

mit Rechenzeitschranke t(n) entlang

von (1.4) berechnet, lassen sich leicht zwei (nichtdeterministische) TuringmaschinenM

1

undM

2

gewinnen,

die Thm

T

((M))

bzw. co�Thm

T

((M))

mit Rechenzeitschranke t(n) akzeptieren und umgekehrt lassen sich

zwei (nichtdeterministische) Turingmaschinen M

1

und M

2

, die Thm

T

((M))

bzw. co�Thm

T

((M))

jeweils

mit Rechenzeitschranke t(n) akzeptieren, einfach zur Konstruktion einer (nichtdeterministischen) IOTM

M nutzen, die THM

T

((M))

entlang von (1.4) mit Rechenzeitschranke t(n) berechnet.)
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Entscheidungs-Problem im Bezug zu dessen L

�

osung mit Hilfe von nichtdeterministischen

IOTM's anstellen.)

Umgekehrt h

�

atten in De�nition 1.5.1 im Fall der bez

�

uglich deterministischer IOTM's

betrachteten Entscheidungskomplexit

�

at statt der Charakterisierung des Aufwands zur Be-

rechnung von THM

T

((M))

wie im nichtdeterministischen Fall auch der Aufwand f

�

ur die Er-

kennung von Thm

T

((M))

und von co�Thm

T

((M))

zur De�nition verwendet werden k

�

onnen

(da (1.7) auch in Beziehung zu den Komplexit

�

atsklassenDFTime(t(n)) und DTime(t(n))

gilt). Die solcherart abge

�

anderten De�nitionen w

�

aren den in De�nition 1.5.1 daf

�

ur schon

erfolgten aber gleichwertig bzw. zu diesen

�

aquivalent.

Obere und untere Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at logischer Theorien

durch IOTM's sind in De�nition 1.5.1 so de�niert worden, da� sich die Eigenschaften,

obere bzw. untere Schranke zu sein, gegenseitig ausschlie�en und sogar entgegengesetzte

Begri�e sind. Die Aussage, da� eine Funktion t(n) untere Schranke f

�

ur die Entscheidungs-

komplexit

�

at einer Theorie T ist, da� also THM

T

((M))

=2 DFTime(t(n)) gilt, impliziert, da�

(8M IOTM, M berechnet THM

T

((M))

)

(9 1-viele n 2 N

0

und x 2 �

T

((M))

)

�

jxj = n &Min�RZ

M

(x) > t(n)

�

(1.8)

gilt, und ist damit etwa mit der fr

�

uher dargestellten Aussage (1.3) in Verbindung zu

bringen.

Die Klassi�zierung der Entscheidungskomplexit

�

at einer entscheidbaren Theorie T kann

mit Hilfe dieser Begri�e nun im Rahmen von IOTM-Komplexit

�

atsklassen geschehen. Es

stellt sich dabei aber heraus, da� schon die einfachsten logischen Probleme eine inh

�

arente

Komplexit

�

at von solcher Gr

�

o�enordnung besitzen, da� die L

�

osung des Problems auf realen

Computern au�er f

�

ur sehr kleine Probleminstanzen aus wahrscheinlich sehr grunds

�

atzli-

chen Gr

�

unden praktisch unm

�

oglich ist. In noch h

�

oherem Ausma� und mit beweisbarer

Gewi�heit tri�t das jedoch f

�

ur viele entscheidbare Theorien zu.

Nun besteht jene Komplexit

�

atsklasse von Turingmaschinen, die Spracherkennungs-

Probleme erfa�t, von denen im mindesten die Ho�nung besteht, da� diese in vern

�

unf-

tigem Ma�stab auch von Computern halbwegs e�zient bearbeitet und gel

�

ost werden

k

�

onnen, in der Klasse P := DTime(POL) aller Sprachen, die von einer Turingmaschine

in polynomial-beschr

�

ankter Rechenzeit akzeptiert werden k

�

onnen. (Hierbei ist aber ein-

zur

�

aumen, da� sich ein Verfahren, dessen Rechenzeitaufwand z.B. nur durch eine Funktion

aus O(n

59

) beschr

�

ankt werden kann, wohl kaum zum e�zienten Einsatz auf einem realen

Computer eignet; dennoch sind die meisten interessanten Spracherkennungsprobleme in

P von Turingmaschinen erkennbar, deren Rechenzeit sich durch ein Polynom niedrigen

Grades begrenzen l

�

a�t.)

Da� ein Problem auch durch tats

�

achlichen Computereinsatz gel

�

ost werden kann, wird

oft als die Eigenschaft des Problems,

"

behandelbar\ oder e�zient behandelbar zu sein,
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ausgedr

�

uckt (\tractable problems"), im Gegensatz zu

"

unbehandelbaren\ oder

"

schwer-

behandelbaren\ Problemen (\intractable problems"). Eine Grenzziehung zwischen die-

sen beiden Begri�en kann aber|aus verschiedenen, einigen bereits auch angedeuteten

Gr

�

unden|nicht durch eine exakte De�nition erfolgen.

Eine P sehr wahrscheinlich echt umfassende, interessante Klasse ist die Klasse

NP := NTime(POL) von allen Sprachen, deren Erkennung auf einer nichtdeterministi-

schen Turingmaschine in polynomial beschr

�

ankter Rechenzeit erfolgen kann. Die Sprachen

L, die dieser Klasse angeh

�

oren, zeichnen sich dadurch aus, da� ein Polynom p(n) exi-

stiert, soda� zu jedem x 2 L durch einen

"

Beweis\ der L

�

ange p(jxj) der Nachweis gef

�

uhrt

werden kann, da� x tats

�

achlich der Sprache L angeh

�

ort (f

�

ur x =2 L mu� ein so kurzer

"

Beweis\ nicht existieren). NP enth

�

alt eine Reihe von Problemen, die vermutlich

"

unbe-

handelbar\ sind, z.B. AUSSAGENLOGISCHE ERF

�

ULLBARKEIT. Die Vermutung, da�

dieses Problem (und viele andere, wie das Problem des Handlungsreisenden (\Travelling

Salesman Problem") nicht in P liegt, wird dadurch unterst

�

utzt, da� bewiesen werden

kann, da� es mindestens ebenso schwierig zu l

�

osen ist wie jedes andere Problem in NP ; es

ist

"

NP-vollst

�

andig\. Die genaue De�nition diese Begri�es erfordert die De�nitionen von

Reduzierbarkeiten zwischen verschiedenen Sprachen.

De�nition 1.5.2. Reduzierbarkeiten zwischen Sprachen.

�, � seien endliche Alphabete.

(i) Sei f : �

�

! �

�

eine Funktion.

f hei�t linear-beschr

�

ankt: () (9c 2 N )(8x 2 �

�

) (jf(x)j � c � jxj) .

(ii) POLY LIN := DFTimeSpace(POL;LIN) ;

DFLOGSPACE := DFSpace(LOG) .

(iii) Seien A � �

�

, B � �

�

Sprachen.

Dann hei�t A poly-lin-reduzierbar auf B (A �

pl

B): ()

() (9f : �

�

! �

�

Funktion)

�

f ist linear beschr

�

ankt & f 2 POLY LIN &

& (8x 2 �

�

) (x 2 A$ f(x) 2 B)

�

;

A hei�t logspace-lin-reduzierbar auf B (A �

log�lin

B): ()

() (9f : �

�

! �

�

Funktion)

�

f ist linear beschr

�

ankt & f 2 DFLOGSPACE &

& (8x 2 �

�

) (x 2 A$ f(x) 2 B)

�

;

A hei�t polynomial-Zeit-reduzierbar auf B (A �

p

B): ()

() (9f : �

�

! �

�

Funktion)

�

f 2 P(= DFTime(POL)) & (8x 2 �

�

) (x 2 A$ f(x) 2 B)

�

;
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A hei�t logspace-reduzierbar auf B (A �

logspace

B): ()

() (9f : �

�

! �

�

Funktion)

�

f 2 DFLOGSPACE & (8x 2 �

�

) (x 2 A$ f(x) 2 B)

�

.

poly-lin- bzw. logspace-Reduktionen spielen erst in Kapitel 2 und Kapitel 3 bei der

feineren Untersuchung der Entscheidungskomplexit

�

at entscheidbarer Theorien eine Rolle.

De�nition 1.5.3. NP-vollst

�

andige Sprachen.

� ein Alphabet, L � �

�

eine Sprache.

L ist NP-vollst

�

andig unter �

p

-Reduktionen : ()

() L 2 NP & (8L

0

2 NP) (L

0

�

p

L) ;

L ist NP-vollst

�

andig unter �

logspace

-Reduktionen : ()

() L 2 NP & (8L

0

2 NP) (L

0

�

logspace

L) .

Hierbei ist NP-Vollst

�

andigkeit bzgl. �

logspace

-Reduktionen der eingeschr

�

anktere Be-

gri�, obwohl nicht bekannt ist, ob er wirklich enger ist als der Begri� der NP-Vollst

�

an-

digkeit unter �

p

-Reduktionen.

Es ist nun leicht einzusehen, da� f

�

ur 2 Sprachen L

1

; L

2

gilt: L

1

�

p

L

2

& L

2

2 P )

) L

1

2 P . Damit k

�

onnte, falls f

�

ur eine bezgl. �

p

NP-vollst

�

andige Sprache L nachge-

wiesen werden w

�

urde, da� L 2 P gilt, folgen

30

: P = NP. Da es jedoch

�

uber 150 NP-voll-

st

�

andige Probleme gibt, f

�

ur die bisher trotz vieler Anstrengungen keine deterministischen

polynomial-Zeit-Algorithmen gefunden worden sind, liegt die Vermutung nahe, da� sehr

wahrscheinlich P 6= NP gilt und es tats

�

achlich (eine Vielzahl von) schwer-behandelbaren

Problemen in NP gibt. Zu diesen w

�

urde dann auch AUSSAGENLOGISCHE ERF

�

ULL-

BARKEIT geh

�

oren und damit das wohl einfachste Entscheidungs-Problem der formalen

Logik.

F

�

ur viele entscheidbare logische Theorien kann jedoch bewiesen werden, da� das Pro-

blem der Entscheidung von Formeln in diesen Theorien tats

�

achlich

"

schwer-behandelbar\

ist, d.h. da� diese Theorien selbst

"

schwer-entscheidbar\ sind. Das kann dadurch gesche-

hen, da� untere Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at dieser Theorien gefunden

werden, die schneller als jedes Polynom, beispielsweise exponentiell, wachsen.

Das tri�t z.B. auf die Theorie RA = Th(hR ; 0; 1;+i) der Addition reeller Zahlen zu,

die von A. Tarski als entscheidbar erkannt worden ist, und f

�

ur die M. Fischer und M. Ra-

bin eine untere Schranke der Gestalt 2

cn

, f

�

ur ein c > 0, bez

�

uglich nichtdeterministischer

Turing-Rechenzeit ermittelt haben. In diesem Fall spricht man davon, da� Th(hR ; 0; 1;+i)

von

"

exponentiell-linearer (nichtdeterministischer Rechenzeit-)Komplexit

�

at\ ist. In noch

h

�

oherem Ausma� tri�t die

"

Schwer-Entscheidbarkeit\ auf Theorien der Presburger Arith-

metik wie Th(hN

0

; 0; 1;+i) zu, f

�

ur die M. Fischer und M. Rabin (vgl. Kapitel 3) bewiesen

haben, da� f

�

ur ein c > 0 die Funktion 2

2

cn

eine untere Schranke ihrer Entscheidungs-

komplexit

�

at bez

�

uglich nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit ist; diese Theorie ist von

30

F

�

ur NP-vollst

�

andige Sprachen bzgl. �

logspace

-Reduktionen kann ebenso argumentiert werden.
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"

doppelt-exponentiell-linearer (nichtdeterministischer Rechenzeit-)Komplexit

�

at\ und ist al-

so (in wirklicher Allgemeinheit der zu entscheidenden Formeln) einer praktischen Behand-

lung auf einem Computer wohl unzug

�

anglich. Eine noch h

�

ohere untere Schranke besteht

f

�

ur die Theorie Th(hN

0

; :i), n

�

amlich eine von dreifach-exponentiell-linearer Gestalt 2

2

2

cn

f

�

ur ein c > 0.

Als ein in diesem Zusammenhang zu nennender Extremfall an Schwer-Entscheidbarkeit

sind hier z.B. Theorien Th(C) von nichtleeren Klassen C von

"

P-Strukturen\ zu nennen;

eine P-Struktur ist dabei eine Struktur hN

0

; �i, wobei � : N

0

� N

0

! N

0

eine

"

Paarungs-

funktion\ ist, d.h. eine injektive Funktion der angegebenen Gestalt. Solche Theorien Th(C),

wobei C eine nichtleere Klasse von P-Strukturen ist, sind im allgemeinen unentscheidbar.

Insbesondere ist Th(C), wenn C f

�

ur die Klasse aller P-Strukturen steht, unentscheidbar.

Es gibt jedoch einzelne P-Strukturen, soda� Th(C) entscheidbar ist. { [FeRa79] weisen

nun nach, da� es jedoch in keinem Fall eine elementar-rekursive

31

untere Schranke f

�

ur

die Entscheidungskomplexit

�

at einer solchen Theorie geben kann, d.h. genau, da� mit

f(n) := 2

2

�

�

�

2

o

(H

�

ohe n) f

�

ur alle Klassen C von P-Strukturen

Thm

Th(C)

=2 NTime(f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0) (1.9)

gilt. (Falls Th(C) unentscheidbar ist, ist (1.9) auf triviale Weise deshalb g

�

ultig, weil es

dann f

�

ur keine Thm

Th(C)

-akzeptierende TuringmaschineM eine (total-)rekursive Rechen-

zeitschranke (f

�

ur das Akzeptieren dieser Sprache) geben kann

32

. { Das ist auch der Grund

daf

�

ur, warum es f

�

ur Th(C) mit C der Klasse aller P-Strukturen keine ((total-)rekursive)

obere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at geben kann, da Th(C) dann ja unent-

scheidbar ist). Die Entscheidungskomplexit

�

at solcher Theorien sprengt also auch im Fall,

da� die Theorie entscheidbar ist, alle n-fach-exponentiellen Limitierungen (n 2 N ).

31

Eine elementar-rekursive Funktion f : N

0

! N

0

bzw. f : �

�

! �

�

(�, � zwei Alphabete) ist eine Funk-

tion, die von einer IOTM mit einer Rechenzeitschranke, die eine �xierte Komposition von exponentiellen

Funktionen ist, berechnet werden kann. { Diese Charakterisierung elementar-rekursiver Funktionen ist

(nach Beweisen von [Cob64] und [Rit63])

�

aquivalent zur rekursionstheoretischen De�nition solcher Funk-

tionen nach Kalm�ar (vgl. hierzu etwa [Pet67]) [diese Zitate sind [FeRa79], p. 5 entnommen].

32

Es ist n

�

amlich leicht einzusehen, da� umgekehrt f

�

ur jede, als System T = (�

T

; F o

T

; Thm

T

) aufge-

fa�te logische Theorie T ausgehend von einer (eventuell nichtdeterministischen oder sogar alternierenden)

Turingmaschine M und einer (total-)rekursiven Schrankenfunktion

~

f(n), derart, da� M (die Sprache)

Thm

T

(� �

�

T

) mit Rechenzeitschranke

~

f(n) akzeptiert, eine deterministische IOTM M

0

konstruiert wer-

den kann, die THM

T

berechnet (und die also Formeln von T wirklich zu entscheiden gestattet) [jedenfalls

unter der sinnvollen|und eigentlich fraglosen|Voraussetzung, da� Fo

T

� �

�

T

entscheidbar ist].
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1.6 Praktische Bedeutung von oberen und unteren Schran-

ken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer entscheid-

baren Theorie

F

�

ur diese f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von entscheidbaren Theorien erzielten theo-

retischen Resulate (der Schwer-Entscheidbarkeit) stellen sich nat

�

urlich auch Fragen nach

deren praktischer Bedeutung, d.h. die Fragen, ob sich daraus

�

uberhaupt Folgerungen f

�

ur

auf realen Computern implementierte Entscheidungsalgorithmen f

�

ur eine dieser Theorien

ergeben und dann, wie solche Folgerungen pr

�

azisiert werden k

�

onnten. { Die Darstellung

der folgenden hierzu angestellten

�

Uberlegungen folgt im wesentlichen [FeRa79].

Gegen die auch reale Bedeutung von f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at entscheidbarer

Theorien erzielten unteren Schranken k

�

onnten eine Reihe von Einw

�

anden erhoben werden,

auf die hier n

�

aher eingegangen werden soll. { Als Beispiel sei hier eine|bereits erw

�

ahnte|

untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theorie PreAN der Presburger

Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen (vgl. Kapitel 2, Abschnitt 2.3; diese Theorie 1. Ordnung ist

zu Th(hN

0

; 0; 1;+; <i)

�

aquivalent) der Gestalt

Thm

PreAN

((M))

=2 NTime(2

2

cn

) (f

�

uer ein c 2 R , c > 0) (1.10)

betrachtet, die von M. Fischer und M. Rabin in [FiR74] erzielt worden ist (vgl. Aufarbei-

tung dieser Arbeit in Kapitel 3). (1.10) ist zu

(9 c 2 R ; c > 0) (8M IOTM; L(M) = Thm

PreAN

((M))

)

(91-viele n 2 N und A 2 Thm

PreAN

((M))

)

�

jAj = n &Min�RZ

M

(A) > 2

2

cn

�

(1.11)

�

aquivalent (vgl. die

�

ahnliche Aussage (1.3) fr

�

uher) und besagt auf jeden Fall, da� die

Entscheidung von PreAN in allgemeiner Weise mit Hilfe von IOTM-Turingmaschinen im

worst-case (dem Aufwand im schlimmsten Fall) sehr schwierig ist.

Es k

�

onnte aber darauf hingewiesen werden, da� in (1.10) und (1.11) ein spezieller Wert

von c 2 R , c > 0, f

�

ur den diese Aussagen gelten, nicht angegeben worden ist und da� damit

das genaue quantitative Ausma� der Schwer-Entscheidbarkeit dieser Theorie noch nicht

feststeht. { Ein entsprechendes c 2 R , c > 0 kann jedoch durch eine genaue Analyse der

Komplexit

�

atsbeweise in [FiR74] (nach einer genauen Festlegung einer Syntax f

�

ur diese

Theorie) sehr wohl auf konstruktive Weise gefunden und angegeben werden.

Es k

�

onnte weiters argumentiert werden, da� man im Fall eines auf einem realen Com-

puter installierten Entscheidungsalgorithmus wegen durch die Systemgr

�

o�e vorgegebenen

oder verursachten Limitierungen immer nur am f

�

ur die Entscheidung von Formeln aus

einer endlichen Menge von m

�

oglichen Eingaben entstehenden Aufwands interessiert sein
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kann, da� demgegen

�

uber aber die Qualit

�

at z.B. der Aussage (1.11) gerade im Rechen-

zeitverhalten f

�

ur unendlich viele Eingabeformeln liegt. Damit im Zusammenhang steht

ein grundlegender Unterschied zwischen der Klasse der Turingmaschinen und der Klasse

(oder Menge ?) m

�

oglicher realer Computer:

So kann beispielsweise zu jeder Turingmaschine (oBdA: IOTM) M mit akzeptierter

Sprache L(M) = L und jeder endlichen Menge E � (�(M))

�

von m

�

oglichen Einga-

bew

�

ortern vonM eine TuringmaschineM

0

konstruiert werden, dieM simuliert und die auf

allen Eingabew

�

ortern w 2 E sehr schnell arbeitet, d.h. f

�

ur diese nur jwj Schritte Rechen-

zeit und keinen Speicherplatz auf Arbeitsb

�

andern ben

�

otigt, d.h. solche W

�

orter nur zu lesen

braucht (deren Entscheidung dabei durch das Absuchen einer in den Programmcode der

Maschine

�

ubernommenen (endlichen) Liste dieser W

�

orter w 2 E und symbolweise interne

Fallunterscheidungen vornimmt), und auf allen anderen Eingabew

�

ortern w 2 (�(M))

�

nE

fast genau so schnell wie M operiert, d.h. daf

�

ur nur ca. 2 jwj + 2 Schritte Rechenzeit

zus

�

atzlich braucht (diese W

�

orter nur einmal umsonst gelesen haben mu�). Die daf

�

ur n

�

oti-

ge Konstruktion erh

�

oht die Zust

�

ande von M und ist f

�

ur den Bau wirklicher Computer

keine sinnvoll-vorstellbare M

�

oglichkeit. { Daneben gibt es noch andere, keine realen Ent-

sprechungen besitzende Eigenschaften der Klasse von Turingmaschinen, die gerade aus der

Abstraktheit dieses Berechnungsmodelles resultieren.

Es stellt sich aber heraus, da� die zur Erzielung unterer Schranken gef

�

uhrten Kom-

plexit

�

atsbeweise meistens mehr an Information enthalten und in eine direktere Beziehung

zu realen Anwendungssituationen gebracht werden k

�

onnen. Dies deshalb, weil wirkliche

Computer von Turingmaschinen simuliert werden k

�

onnen, wenngleich nur unter gro�em

E�zienzverlust. Dennoch k

�

onnen solche pr

�

azis (oder angen

�

ahert-pr

�

azis) gemachten Si-

mulationen der Ausgangspunkt f

�

ur die

�

Ubertragung von unteren Schranken zu Entspre-

chungen daf

�

ur auf tats

�

achlich verwendeten Rechenmaschinen sein. Als ein auf diese Art

erzieltes Beispiel einer solchen Aussage

�

uber das wirkliche Rechenzeitverhalten eines auf

einem realen Computer operierenden Entscheidungsverfahrens beziehen sich [FeRa79] auf

die enorm schwer-entscheidbaren Theorien Th(C) von P-Strukturen und wagen sich dabei

an folgende Behauptung heran:

Theorem. C sei eine nichtleere Klasse von P-Strukturen, C sei ein realer Computer bzw.

ein auf einem realen Computer installiertes Entscheidungsverfahren f

�

ur Th(C), das in der

Lage ist, Formeln der Theorie 1. Ordnung Th(C) bis mindestens der Symboll

�

ange 1000 zu

entscheiden (nach Zugrundelegung einer informatisch-sinnvollen Formelsyntax).

Dann existiert jedenfalls eine Formel A von Th(C) mit

�

�

A

((M))

�

�

� 1000, zu deren

Entscheidung C mindestens 10

9

(1 Milliarde) Jahre ben

�

otigt.

Diese Aussage konnte sich zum Zeitpunkt ihrer Ver

�

o�entlichung (1979) aber sicher nur

auf sequentielle Computer und die damals herstellbaren Rechnerleistungen beziehen; schon

aus diesem Grund m

�

u�te die Gr

�

o�e

"

10

9

Jahre\ mittlerweile wohl um einiges nach unten
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revidiert werden. Weiters soll darauf hingewiesen werden, da� sich

�

ahnlich-gestaltige Aus-

sagen in der Kryptographie aus den 70-er Jahren auch schon als falsch herausgestellt haben

(obzwar die unter wenig gesicherten Grundannahmen getro�en worden sein m

�

ussen)

33

und

da� solchen Absch

�

atzungen gegen

�

uber aus einer Reihe von Gr

�

unden eine gewisse Vorsicht

angebracht ist. Es sollte aber nicht in Zweifel gezogen werden, da� sich f

�

ur feststehende

reale Systeme und f

�

ur beliebige schwer-entscheidbare Theorien Aussagen von

�

ahnlicher

Gestalt und vergleichbaren beteiligten Gr

�

o�en trotzdem �nden lassen, denen jeweils ein-

zeln wirklich praktisch wirksame G

�

ultigkeit zukommt. F

�

ur weniger schwer-entscheidbare

Theorien als einer Theorie von P�Strukturen werden nat

�

urlich nur erheblich schw

�

achere,

auf reale Gegebenheiten verweisende entsprechende Aussagen als oben erzielbar sein.

Ein weiterer m

�

oglicher Einwand gegen die Bedeutung von (mindestens exponentiellen)

unteren Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theorie T k

�

onnte darin beste-

hen, da� die Vermutung ge

�

au�ert w

�

urde, in praktischen Zusammenh

�

angen (:wie immer die

konkret gedacht werden m

�

u�ten) w

�

are man vielleicht nicht so sehr an der Entscheidung

aller Formeln von T interessiert als vielmehr nur an der Entscheidung von den einer einge-

schr

�

ankten Formelmenge angeh

�

orenden Formeln. Und da� der daf

�

ur n

�

otige Aufwand u.U.

merkbar niedriger sein k

�

onnte als der im schlimmsten allgemeinen Fall zu erwartende. {

Damit im Zusammenhang k

�

onnte auch die denkbare M

�

oglichkeit stehen, da� die in den Be-

weisen unterer Schranken auftretenden, zu Entscheidungsturingmaschinen konstruierten

Formeln, von diesen nur mit einem die Schranke

�

ubersteigenden Aufwand zu entscheiden-

den Formeln immer von seltener, (bez

�

uglich des zu ihrer Entscheidung n

�

otigen Aufwandes)

extremer Gestalt w

�

aren und damit praktisch wohl kaum vorkommen w

�

urden. (Damit ist

33

Z.B.: 1977 wurde von ma�geblichen Experten in der Kryptographie (vgl. die im folgen-

den angegebene Quelle) behauptet, da� die Faktorisierung einer 125-stelligen Zahl durchschnitt-

lich 40 � 10

12

Jahre dauern w

�

urde. Demgegen

�

uber wurde 1994 eine (keineswegs speziell-konstruierte

oder speziell-gestaltige, sondern kryptographisch interessante) 129-stellige Zahl in 8 Monaten

durch die Benutzung der freien Rechenzeit von 1600 Rechnern auf der ganzen Welt faktorisiert

(zitiert aus: sci.crypt-item, From: schneier@chinet.chinet.com (Bruce Schneier); Subject:

Factoring -- State of the Art and Predictions; Date: Sun, 12 Feb 1995, 23:29:16 GMT ; der-

zeit z.B. erhaeltlich unter: http://www.cs.hut.fi/crypto/rsa-key-length-recommendations ). { Ein

erw

�

ahnenswerter wichtiger Unterschied zwischen der hier mitgeteilten (und mittlerweile falsi�zierten) Be-

hauptung

�

uber die praktische Schwer-Entscheidbarkeit des Faktorisierungs-Problems und der oben aus

[FeRa79] zitierten Aussage d

�

urfte aber doch darin bestehen, da� diese nicht auf der Basis einer theore-

tisch erzielten unteren Schranke f

�

ur das Faktorisieren von Zahlen gemacht werden konnte (eine hinreichend

pr

�

azise untere Schranke daf

�

ur d

�

urfte noch nicht erzielt worden sein, die Vermutungen

�

uber das Wachs-

tumsverhalten des zum Faktorisieren einer Zahl n 2 N notwendigen deterministischen Rechenzeitaufwands

bewegen sich in der Gr

�

o�enordnung von einer Funktion aus O(e

c�

p

lnn�ln lnn

) (mit c = 1 f

�

ur die schnellsten

Algorithmen) [vgl. [Riv90], p. 724]). Und in der seit der erw

�

ahnten Behauptung vergangenen Zeit sind

aber sowohl durch das Finden neuer und die Verbesserung bekannter Faktorisierungsmethoden als auch

v.a. durch die Einf

�

uhrung neuer Computerarchitekturen und die dadurch erh

�

ohten Rechnergeschwindig-

keiten und -kapazit

�

aten und weiters noch durch neue Methoden zur Optimierung des Zusammenspiels

zwischen Algorithmen und hardware gro�e Fortschritte bei der praktischen L

�

osung dieses Problems f

�

ur

�

uber 100-stellige Zahlen erzielt worden.
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dann allerdings auch die Frage nach einer Charakterisierung der Entscheidungskomple-

xit

�

at von T etwa im average-case-Sinn (dem Entscheidungsaufwand im durchschnittlichen

Fall) gestellt. { Und solche Fragen sind in der Komplexit

�

atstheorie bisher allerdings wohl

eher noch wenig erforscht worden.)

Obzwar sich solche Vermutungen einfach aussprechen lassen, k

�

onnten diese tats

�

achlich

nur durch die konkrete De�nition einer eingeschr

�

ankten Formelmenge f

�

ur T und die Erzie-

lung einer nun niedrigeren oberen Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at der dieser

Menge angeh

�

orenden Formeln best

�

atigt werden. In den meisten F

�

allen lassen es jedoch

auch die f

�

ur untere Schranken gef

�

uhrten Komplexit

�

atsbeweise wenig wahrscheinlich er-

scheinen, da� wesentliche und nat

�

urliche eingeschr

�

ankte Mengen von Formeln mit gerin-

gerer Entscheidungskomplexit

�

at gefunden werden k

�

onnten. Dies deswegen, weil in diese

Beweise oft sehr grundlegende Begri�e und Ausdrucksm

�

oglichkeiten dieser Theorien ein-

gehen, die bei der De�nition einer eingeschr

�

ankten Formelmenge ausgeschlossen werden

m

�

u�ten, wenn verhindert werden soll, da� jene Beweise oder angepa�te Modi�kationen

davon auch dann noch gef

�

uhrt werden k

�

onnen. Und weil danach fraglich ist, ob f

�

ur solche

Einschr

�

ankungen der Formelmenge zuletzt andere als triviale oder bekannte Sonderf

�

alle

�

ubrig bleiben k

�

onnen.

Eine gewisse praktische Bedeutung von f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theo-

rie erzielten oberen Schranken kann selbst im Fall, da� diese von 1-fach-, 2-fach- oder

mehrfach-exponentieller Gestalt sind, darin liegen, da� die entsprechenden Beweise Ent-

scheidungsalgorithmen beinhalten, zugleich mit genauen Aufwandsschranken daf

�

ur. Diese

Verfahren k

�

onnten n

�

amlich auf Computern installiert werden und darauf jedenfalls zur

Entscheidung von kurzen (oder

"

hinreichend kurzen\) Formeln auch tats

�

achlich eingesetzt

werden.

Aus logischer Sicht k

�

onnte eine wesentliche Bedeutung oberer und unterer Schran-

ken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theorie T darin liegen, da� man, falls diese

Schranken einander hinreichend weit (etwa bis auf L

�

ucken, denen bislang ungel

�

oste au-

tomatentheoretische Probleme zugrundeliegen oder entsprechen) angen

�

ahert worden sind,

davon sprechen k

�

onnte, da� dann die Ausdrucksst

�

arke von T gut verstanden wird. In

besonderem Ma� ist das wohl immer dann der Fall, wenn der Entscheidungskomplexit

�

at

einer Theorie eine bestimmte Komplexit

�

atsklasse eindeutig zugeordnet werden konnte,

wie das zum Beispiel f

�

ur die Theorien 1. Ordnung RA und Th(hN

0

; 0; 1;+i) in Beziehung

zu den Komplexit

�

atsklassen ATimeAlter(EXL;LIN) bzw. ATimeAlter(EEXL;LIN)

bez

�

uglich alternierender Turingmaschinen erfolgt ist (diese Theorien sind in der entspre-

chenden Komplexit

�

atsklasse �

pl

- bzw. �

p

-vollst

�

andig (vgl. Abschnitt 2.6) d.h. da� ihr

Entscheidungs-Problem zu den schwierigsten dieser jeweiligen Klassen geh

�

ort und da�

dadurch diese Komplexit

�

atsklassen selbst auch umgekehrt durch die Entscheidungskom-

plexit

�

at dieser Theorien genau charakterisiert werden k

�

onnen). { Allgemein erweitern Re-

sultate

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theorie T nat

�

urlich das schon vorhandene

logische Wissen

�

uber T .
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Es ist weiters noch von gro�em logischen Interesse, da� f

�

ur die Entscheidungskom-

plexit

�

at einer Theorie erzielte untere Schranken von mindestens exponentieller Gestalt

bzgl. nichtdeterministischer (Turing-)Rechenzeit ziemlich unmittelbar auch auf ebenso-

gestaltige untere Schranken f

�

ur die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in allen

"

einfach\-

angebbaren, d.h. n

�

aher, in P-erkennbaren

34

Axiomatisierungen dieser Theorien f

�

uhren.

Solche Aussagen

�

uber die L

�

angen k

�

urzester Beweise in einer Theorie haben nat

�

urlich

auch zur Folge, da� diese Theorien mit automatischen Beweismethoden ebenfalls nur in

sehr beschr

�

anktem Ausma� praktisch zug

�

anglich sein k

�

onnen.

Die allgemeine Bedeutung ihrer f

�

ur die Theorien RA und Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) erzielten

exponentiell-linearen und doppelt-exponentiell-linearen unteren Schranken f

�

ur deren Ent-

scheidungskomplexit

�

at (bzgl. nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit) fassen [FiR74] mit

folgenden, die hier angesprochenen Fragen betre�enden, allgemeinen Worten zusammen:

\The fact that decision and proof procedures for such simple theories are

exponentially complex is of signi�cance to the problem of theorem proving on

the one hand, and to the more general issue of what is knowable in mathematics

on the other hand."

35

34

Damit ist gemeint, da� die zu solchen Axiomatisierungen geh

�

orige Axiomenmenge in P oder in NP

liegt.

35

[Hierbei ist \ : : : of what is knowable in mathematics" wohl etwa in der Bedeutung von

"

in welchem

Ausma� mathematisches Wissen algorithmisch zug

�

anglich ist\ zu verstehen, C.G.]









Kapitel 2

Presburger Arithmetik

In diesem Kapitel werden im wesentlichen drei verschiedene Theorien der Additionsarith-

metik ganzer bzw. nat

�

urlicher Zahlen behandelt, die alle eng mit dem bekannten Vollst

�

an-

digkeits- und Entscheidbarkeitsergebnis von M. Presburger f

�

ur pr

�

adikatenlogische Systeme

der Arithmetik ganzer Zahlen aus den Jahren 1928, 1929 verbunden sind. Dabei sind die

hier betrachteten formal-logischen Theorien heute eher verwendete, neuere Entsprechun-

gen zu den von Presburger verwendeten Systemen.

Bei diesen Theorien handelt es sich um die zuerst von Presburger als vollst

�

andig und

entscheidbar erkannte Theorie TAZ (

"

Theorie der Addition ganzer Zahlen\), sowie um

eine Theorie PreAZ

1

(

"

Presburger Arithmetik ganzer Zahlen\), auf die Presburger seine

Beweisf

�

uhrung ausdehnen konnte, und um die Theorie PreAN

1

(

"

Presburger Arithmetik

nat

�

urlicher Zahlen\), die ebenfalls als vollst

�

andig und entscheidbar erkannt werden kann.

In den Abschnitten 1, 2 und 3 werden diese Theorien durch Axiomatisierungen vor-

gestellt, diese werden untersucht und Quantoreneliminationsverfahren f

�

ur diese Theorien

werden beschrieben oder wenigstens wird auf solche verwiesen. Im Abschnitt 4 wird der

inhaltlich recht anschauliche Zusammenhang zwischen PreAZ und PreAN auf seinen

formal-logischen Charakter hin analysiert.

Im Abschnitt 5 soll eine Verbindung von der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen

PreAN zur Peano-Arithmetik PeA

1

hergestellt werden. Zuletzt sollen in Abschnitt 6

die wichtigsten Komplexit

�

atsresulate f

�

ur Theorien der Presburger Arithmetik versammelt

werden.

1

Die etwas aufwendige symbolische Namensgebung f

�

ur diese Theorien hier will v.a. Bezeichnungskon-

ikte vermeiden, wie sie sonst h

�

au�g zwischen Theorien der Presburger Arithmetik, der Peano-Arithmetik

und etwa der h

�

au�g mit PRA bezeichneten primitiv-rekursiven Arithmetik entstehen k

�

onnen.

57
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2.1 Die Theorie TAZ

M. Presburger

2

l

�

oste 1928 (siehe [Pre29]) ein von A. Tarski im selben Jahr gestelltes

Problem

3

: Er zeigte die Vollst

�

andigkeit und die Entscheidbarkeit einer Theorie 1. Ordnung

"

eines gewissen Systems der Arithmetik ganzer Zahlen, in welchem die

Addition als einzige Operation hervortritt.\

(vgl. die Einleitung in [Pre29].) Und zwar tat er das dadurch, da� er die Methode der

Quantorenelimination (bzgl. der Presburger auf Th. Skolem und C.H. Langford verweist,

die diese schon fr

�

uher benutzt haben) in dem von ihm benutzten formal-logischen System

arithmetischer Aussagen zur Konstruktion eines e�ektiven Verfahrens f

�

ur die Entscheidung

von formalen Aussagen dieses Systems und (damit gleichzeitig f

�

ur die Entscheidung

�

uber)

deren arithmetischer G

�

ultigkeit nutzen konnte. In Presburgers Worten (vgl. [Pre29]):

"

Der [unten] skizzierte Vollst

�

andigkeitsbeweis gibt zugleich, infolge seines

e�ektiven Charakters ein Verfahren, das bei einer vorgelegten Aussage des

von uns betrachteten Gebietes die Entscheidung dar

�

uber erlaubt, ob sie einen

arithmetischen Satz vorstellt.\

Er erzielte damit zugleich eine der ersten Entscheidbarkeitsaussagen f

�

ur pr

�

adikatenlogische

Theorien.

Das von Presburger betrachtete formale System arithmetischer Aussagen ist nun wie

folgt als logische Theorie 1. Ordnung TAZ (

"

Theorie der Addition auf den ganzen Zah-

len Z\) (in der hier und im folgenden benutzten Formalisierung dieses Begri�s durch

[Shoe67]) aufzufassen:

2

Moj_zesz Presburger (1904-1943(?)), polnischer Mathematiker (die Lebensdaten in dieser Form sind

aus [Th95]

�

ubernommen).

3

(Presburger verweist in [Pre29] auf [Tar28].)
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De�nition 2.1.1. Die Theorie TAZ.

Sei L

TAZ

die Sprache einer Theorie 1. Ordnung, die als einzige nichtlogische Symbole

die Konstantensymbole 0,1 und das 2-stellige Funktionssymbol + aufweist

4

. Dann ist TAZ

jene Theorie, die als nichtlogische Axiome einzig TAZ.1., TAZ.2., TAZ.3., TAZ.4., sowie

weiters noch Formeln, die einem der Schemata TAZ.S1., TAZ.S2., TAZ.S3. angeh

�

oren,

besitzt:

5

TAZ.1. x+ (y + z) = (x+ y) + z

TAZ.2. x+ 0 = x

TAZ.3. 9 y (x+ y = 0 )

TAZ.4. x+ y = y + x

TAZ.S1.

�

nx = n y ! x = y

	

n2N; n�2

TAZ.S2.

�

9 y

�

ny = x _ n y + 1 = x _ : : : _ n y + n�1 = x

� 	

n2N; n�2

TAZ.S3.

�

:nx+ 1 = 0

	

n2N; n�2

:

Hierbei wurden die folgenden abk

�

urzenden Schreibweisen verwendet:

� Die Mengenklammern in den obigen Darstellungen der Axiomenschemata TAZ.S1.,

TAZ.S2. und TAZ.S3. geben gemeinsam mit der Indizierung die Axiome des Schemas

in Familiennotation an; TAZ.S3. z.B. beschreibt auf diese Weise also gerade alle

Formeln : 2x+ 1 = 0, : 3 x+ 1 = 0, : 4 x+ 1 = 0, : : : .

� F

�

ur n 2 N

0

und Terme a seien hier und im folgenden die abgek

�

urzten Schreibweisen

na sowie n wie folgt zu verstehen:

4

Im hier benutzten Formalismus bzw. Kalk

�

ul der

"

Theorie 1. Ordnung\ aus [Shoe67] enth

�

alt eine

Sprache einer Theorie 1. Ordnung immer das Gleichheitssymbol = als logisches Symbol.

5

Es handelt sich bei diesen Axiomen genau um die von Presburger in [Pre29] f

�

ur sein System ange-

gebenen, wenn man davon absieht, da� (1) in [Pre29] f

�

ur TAZ.4. das Axiom 9y (x + y = z ) verwendet

wird, (2) dort zus

�

atzlich noch vorkommt: x + z = y + z ! x = y, das aber im Anhang als

�

uber

�

ussig

erkannt wird, (3) Axiome bez

�

uglich der Gleichheit = (n

�

amlich x = x und x = y ! x = z ! y = z)

und x = z ! x + z = y + z (also Identit

�

ats- und Gleichheitsaxiome im Sinne von [Shoe67]), sowie wei-

ters noch aussagenlogische Axiome von Lukasiewicz (die Axiome (A ! B) ! (B ! C) ! (A ! C),

(:A ! A) ! A, A ! (:A ! B)) verwendet werden, die hier unn

�

otig sind, weil sie durch das logische

System der

"

Theorie 1. Ordnung\ von [Shoe67] erfa�t sind, d.h. darin in jeder Theorie beweisbar sind. (Als

Regelsystem benutzte Presburger ein Regelsystem von A. Tarski: (1) Aus A ist A

x

[a] herleitbar, (2) aus

A und A! B ist B herleitbar, (3) aus 9xA ! B ist A! B herleitbar und (4) aus A! B die Formel

9xA ! B, sofern x in A vorkommt, nicht aber in B.)
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na :=

8

<

:

0 : : : n = 0

a+ a+ : : :+ a

| {z }

n

: : : n � 1

; n :=

8

<

:

0 : : : n = 0

1 + 1 + : : :+ 1

| {z }

n

: : : n � 1

:

Hierbei ist noch zu bemerken, da� hier und im folgenden

�

ofter auf die Klammerung

der Terme bez

�

uglich + verzichtet wird, was in den betrachteten arithmetischen Theo-

rien immer wegen der G

�

ultigkeit des Assoziativgesetzes bez

�

uglich der Addition (das

hier in TAZ.1. ausgedr

�

uckt ist) berechtigt ist. Um na bzw. n jedoch eindeutig festzu-

legen, kann hier z.B. f

�

ur n 2 N

0

, n � 2 immer als gleich a+ (a+ (: : :+(a+a) : : : ))

bzw. n gleich 1+ (1+(: : :+(1+1) : : : )) gesetzt werden (Rechtsb

�

undigkeit der Klam-

merung).

Formal betrachtet handelt es sich bei den Axiomen von TAZ um die Axiome f

�

ur

eine abelsche Gruppe (TAZ.1.{TAZ.4.), zu denen noch Eindeutigkeitseigenschaften der

Teilbarkeitsrelationen (TAZ.S1.), sowie eine gewisse Diskretheitseigenschaft (TAZ.S3.) und

die M

�

oglichkeit von Kongruenzenbildung (TAZ.S2.) hinzukommen.

Es ist sofort einzusehen, da� es sich bei den Axiomen von TAZ um in der Arith-

metik ganzer Zahlen g

�

ultige Formeln handelt, d.h. genauer, um Formeln, die im Modell

Z := hZ; 0; 1;+i

6

wahr sind. In diesem Sinn handelt es sich bei TAZ um eine Axiomati-

sierung der semantisch de�nierten Theorie Th(hZ; 0; 1;+i), d.h., um eine Theorie, die (die

per de�nitionem vollst

�

andige Theorie) Th(hZ; 0; 1;+i) als Erweiterung besitzt.

Da� TAZ auch eine vollst

�

andige Axiomatisierung von Th(hZ; 0; 1;+i) darstellt (d.h.,

da� TAZ und Th(hZ; 0; 1;+i)

�

aquivalent sind, die gleichen Theoreme besitzen) ist eine

Folge davon, da� das Ergebnis von Presburger es erlaubt, die Theorie TAZ als vollst

�

andig

zu erkennen. ( Presburger dr

�

uckt das in [Pre29] so aus:

6

Diese Bezeichnungsweise von Strukturen und Modellen weicht von der Symbolik in [Shoe67] ab,

ist haupts

�

achlich [FeRa79] entlehnt, und gibt eine Struktur A f

�

ur eine Sprache L in der Form

hjAj ; f

1

; : : : ; p

1

; : : : i an, also durch Auistung des Universums jAj von A und der den nichtlogischen Sym-

bolen von L auf jAj entsprechenden Funktionen und Pr

�

adikaten der Struktur A. Diese Bezeichnungsweise,

die im folgenden oft verwendet wird, ist v.a. dann sehr n

�

utzlich, wenn damit Standardmodelle von Theorien

bezeichnet werden, in welchen die Bedeutung aufgelisteter Symbole f

�

ur Funktionen und Pr

�

adikate eindeutig

festgelegt und unmi�verst

�

andlich ist. Das ist bei den hier untersuchten vollst

�

andigen Theorien weitgehend

immer der Fall. { Im Gegensatz zur Verwendung dieser Schreibweise in [FeRa79] wird hier bez

�

uglich einer

Sprache L und einer Struktur A f

�

ur L ein Gleichheitspr

�

adikat = auf jAj nicht zusammen mit den weiteren

Funktions- und Pr

�

adikatssymbolen von A aufgelistet, da das Gleichheitssymbol = im Formalismus von

[Shoe67] in L immer schon als logisches Symbol enthalten ist und dessen Semantik bez

�

uglich Formeln

�

uber

L unabh

�

angig von einem (explizit de�nierten) Gleichheitspr

�

adikat auf A festgelegt ist. (Demgegen

�

uber set-

zen [FeRa79] das Vorhandensein eines Gleichheitssymbols in einer betrachteten Sprache 1. Ordnung nicht

voraus und betrachten weiters ausschlie�lich Sprachen L von Theorien 1. Ordnung, die keine Funktions-

symbole enthalten.)
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"

Es ist aus der gegebenen Beweisf

�

uhrung leicht einzusehen, [ : : : ] da� in

dem auf die Menge A

x

beschr

�

ankten Gebiete der Arithmetik ganzer Zahlen

7

keine unentschiedenen Probleme mehr existieren\

8

)

Das Ergebnis von Presburger beruht nun im wesentlichen darauf, da� eine Erweiterung

von TAZ um die de�nitorische Einf

�

uhrung von Kongruenzensymbolen �

n

(n 2 N , n � 2)

die Quantorenelimination zul

�

a�t (und zwar im Unterschied zur nicht erweiterten Theorie

TAZ).

Diese im folgenden darzustellende Erweiterungstheorie TAZ

0

, die eine Erweiterung

von TAZ um die gleichzeitige de�nitorische Einf

�

uhrung aller Kongruenzensymbole �

n

(n 2 N , n � 2) ist,

�

ubersteigt um ein Geringes den Begri� der

"

de�nitorischen Erweite-

rung\ von Theorien in [Shoe67]. Und zwar insofern, als dort nur Erweiterungen um die

de�nitorische Einf

�

uhrung von endlich vielen neuen nichtlogischen Symbolen den Namen

"

de�nitorische Erweiterung\ tragen

9

. Dieser Begri� k

�

onnte jedoch unter Erhaltung der mit

ihm verkn

�

upften wesentlichen Aussagen deutlich erweitert werden. F

�

ur die Verwendung

hier reicht folgende Verallgemeinerung:

De�nition 2.1.2. De�nitorische Erweiterungen.

Seien T und T

0

Theorien 1. Ordnung, L

T

und L

T

0

die zugeh

�

origen Sprachen.

(i) Sei p ein n-stelliges Pr

�

adikatensymbol, das in L

T

nicht vorkommt. Seien x

1

; : : : ;x

n

verschiedene Variable. Sei D eine Formel in T , in der keine anderen Variablen au�er

x

1

; : : : ;x

n

frei vorkommen.

T

0

hei�t de�nitorische Erweiterung von T um die Einf

�

uhrung des Pr

�

adika-

tensymbols p, genau dann, wenn L

T

0

aus L

T

durch die Hinzunahme des Symbols

p entsteht und T

0

aus T durch die Hinzunahme des neuen nichtlogischen Axioms

px

1

: : :x

n

$ D (

"

de�nierendes Axiom f

�

ur p\)

zu den Axiomen von T hervorgeht.

(ii) Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol, das in T nicht vorkommt, seien die Variablen

x

1

; : : : ;x

n

;y;y

0

paarweise verschieden, sei D eine Formel, in der keine Variablen

7

[und das hie�e bez

�

uglich des hier zugrundegelegten formal-logischen Systems: in dem auf die Theorie

TAZ beschr

�

ankten Gebiet der formalisierten Arithmetik, C.G.]

8

[Hervorhebung im Original, C.G.]

9

Ein Grund daf

�

ur, warum [Shoe67] nur de�nitorische Erweiterungen um die Einf

�

uhrung endlich vie-

ler neuer nichtlogischer Symbole betrachtet, liegt vielleicht darin, da� bez

�

uglich des von diesem Begri�

abh

�

angigen, auf p. 134 de�nierten Begri�s der

"

de�nitorischen Erweiterung eines Modells\ in den Beweis

eines Lemmas auf p. 134 in [Shoe67] die Einschr

�

ankung auf diese Art von de�nitorischen Erweiterungen

explizit und in wesentlichem Ausma� eingeht (im Zusammenhang mit dem dort untersuchten Begri� der

"

starken Unentscheidbarkeit\ von Modellen).
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au�er x

1

; : : : ;x

n

;y frei vorkommen und f

�

ur die in T die Formeln

9yD (

"

Existenzbedingung f

�

ur f\) ;

D & D

y

[y

0

]! y = y

0

(

"

Eindeutigkeitsbedingung f

�

ur f\)

beweisbar sind. Dann hei�t T

0

de�nitorische Erweiterung von T um die

Einf

�

uhrung des Funktionssymbols f , genau dann, wenn L

T

0

aus L

T

durch die

Hinzunahme des Symbols f zu den Symbolen von L

T

entsteht, sowie T

0

aus T durch

die Hinzunahme des neuen nichtlogischen Axioms

y = fx

1

: : :x

n

$ D (

"

de�nierendes Axiom f

�

ur f\)

zu den Axiomen von T hervorgeht.

(iii) Sei fp

i

g

i2A

eine Familie von n-stelligen Pr

�

adikatssymbolen (n 2 N , A eine In-

dexmenge), die in T nicht vorkommen. Seien x

1

; : : : ;x

n

verschiedene Variablen,

seien fD

(i)

g

i2A

eine Familie von Formeln von T , in denen keine Variablen au�er

x

1

; : : : ;x

n

frei vorkommen.

Dann hei�t T

0

de�nitorische Erweiterung von T um die Einf

�

uhrung von

Pr

�

adikatensymbolen der Familie fp

i

g

i2A

, wenn L

T

0

aus L

T

durch die Hinzu-

nahme aller Symbole von fp

i

g

i2A

zu den Symbolen von L

T

und T

0

aus T durch die

Hinzunahme aller de�nierender Axiome des Axiomenschemas

�

p

i

x

1

: : :x

n

$ D

(i)

	

i2A

(

"

de�nierende Axiome f

�

ur p

i

\ (i 2 A))

entsteht.

(iv) Sei ff

i

g

i2A

eine Familie von n-stelligen Funktionssymbolen (A eine Indexmenge,

n 2 N

0

), die in L

T

nicht vorkommen. Seien x

1

; : : : ;x

n

;y;y

0

verschiedene Varia-

blen, sei fD

(i)

g

i2A

eine Familie von Formeln in T , in denen nur x

1

; : : : ;x

n

;y frei

vorkommen und f

�

ur die in T die Formeln

9yD

(i)

(i 2 A) ;

D

(i)

& D

(i)

y

[y

0

]! y = y

0

(i 2 A) ;

die Existenz- bzw. die Eindeutigkeitsbedingungen f

�

ur f

i

(i 2 A) beweisbar sind. Dann

hei�t T de�nitorische Erweiterung von T

0

um die Einf

�

uhrung von Funkti-

onssymbolen, die der Familie ff

i

g

i2A

angeh

�

oren, genau dann, wenn L

T

0

eine

Erweiterung von L

T

um die Funktionssymbole f

i

(f

�

ur alle i 2 A) und T

0

eine Erwei-

terung von T um die nichtlogischen, de�nierenden Axiome des Axiomenschemas

�

y = f

i

x

1

: : :x

n

$ D

(i)

	

i2A

(

"

de�nierende Axiome f

�

ur f

i

\ (i 2 A))

ist.
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(v) Weiters hei�t nun T

0

eine de�nitorische Erweiterung von T , wenn T

0

aus T

durch endlich viele nacheinandergereihte Erweiterungsschritte vom Typ (i), (ii), (iii)

oder (iv) aus T hervorgeht.

Die wesentlichen Eigenschaften von de�nitorischen Erweiterungen, die wie in [Shoe67]

aus endlich vielen Erweiterungsschritten der Typen (i) und (ii) in 2.1.2 bestehen, bleiben

bei de�nitorischen Erweiterungen der hier de�nierten Form erhalten. Und zwar, da� zu

jeder Formel A der erweiterten Theorie eine

"

Translation\ A

�

von A in T existiert und

da� die erweiterte Theorie T

0

eine konservative Erweiterung der urspr

�

unglichen Theorie

ist.

Satz 2.1.3. T

0

sei de�nitorische Erweiterung von T . Dann gilt:

(a) T

0

ist konservative Erweiterung von T (d.h. f

�

ur alle Formeln A von T gilt:

`

T

0

A) `

T

A) ;

(b) Zu jeder Formel A von T

0

ist eine Formel A

�

von T konstruierbar, die

"

Translation

von A nach T\, f

�

ur die gilt:

`

T

0

A$ A

�

;

`

T

0

A , `

T

A

�

und

Ist A Formel von T , so ist A

�

gleich A :

Beweis. Diese Eigenschaften von de�nitorischen Erweiterungen werden in [Shoe67] f

�

ur

den Fall von Typ-(i)- und Typ-(ii)-Erweiterungen von De�nition 2.1.2 gezeigt. Die dort

dargestellten Beweise reichen im wesentlichen auch f

�

ur die hier zus

�

atzlich betrachteten

allgemeineren F

�

alle aus. Hier wird auf die Beweise dort verwiesen und nur zus

�

atzlich

n

�

otige Schritte werden ausf

�

uhrlich dargestellt.

(1) Um den Satz zu zeigen, reicht es aus, die Aussage f

�

ur de�nitorische Erweiterungen T

0

von T zu beweisen, die aus einem einfachen Erweiterungsschritt vom Typ (iii) oder

(iv) in De�nition 2.1.2 aus T entstehen: Denn (�) wird diese Aussage f

�

ur einfache

Erweiterungsschritte vom Typ (i) und (ii) in De�nition 2.1.2 in [Shoe67] gezeigt, und

(�) ergibt sich die Aussage des Satzes f

�

ur beliebige de�nitorische Erweiterungen T

0

von T (mehr oder weniger) sofort aus einem Induktionsbeweis

�

uber die Anzahl der

de�nitorischen Erweiterungsschritte von T zu T

0

.

(2) Weiters recht es aus, f

�

ur de�nitorische Erweiterungen T

0

von T , die aus einem ein-

fachen Erweiterungsschritt vom Typ (iii) oder (iv) bestehen, zu zeigen, da� zu jeder

Formel A von T

0

eine Formel A

�

von T konstruiert werden kann mit

`

T

0

A$ A

�

; (2.1)

`

T

0

A ) `

T

A

�

und (2.2)

ist A Formel von T , so ist A

�

gleich A : (2.3)
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Dies ist deswegen ausreichend, weil damit dann auch folgt: (�) F

�

ur jede Formel A

von T gilt:

`

T

0

A )

(2.2)

`

T

A

�

)

(2.3)

`

T

A ; T

0

ist also konservative Erweiterung von T .

Und: (�) `

T

A

�

=)

(T

0

ist Erw. von T )

`

T

A

�

)

(2.1)

`

T

A (f

�

ur alle Formeln A von T ).

(3) Sei nun T

0

eine de�nitorische Erweiterung von T um einen Erweiterungsschritt vom

Typ (iii) in De�nition 2.1.2, d.h. T

0

entsteht aus T durch de�nitorische Einf

�

uhrung

von n-stelligen Pr

�

adikatensymbolen p

i

der Familie fp

i

g

i2A

vermittels des Schemas

�

p

i

x

1

: : :x

n

$ D

(i)

	

i2A

von de�nierenden Axiomen f

�

ur p

i

, wobei A eine Index-

menge ist und D

(i)

f

�

ur alle i 2 A Formeln von T sind.

Dann kann A

�

f

�

ur eine beliebige Formel A

�

uber L

T

0

analog wie im Fall (i) de�niert

bzw. gefunden werden: A

�

entsteht aus A durch die Ersetzung aller in A vorkom-

menden atomaren Formeln p

i

a

1

: : : a

n

(i 2 A) durch Formeln D

(i)0

x

1

;::: ;x

n

[a

1

; : : : ;a

n

],

wobei D

(i)0

aus D

(i)

jeweils durch Umbenennung gebundener Variablen so entsteht,

da� in D

(i)0

schlie�lich keine der in a

1

; : : : ;a

n

vorkommenden Variablen mehr als

gebundene Variable auftritt.

Durch Einsetzung in de�nierende Axiome ergibt sich unter diesen Bedingungen dann

immer `

T

0

p

i

a

1

: : : a

n

$ D

(i)0

x

1

;::: ;x

n

[a

1

; : : : ;a

n

] und daraus ergibt sich `

T

0

A $ A

�

,

d.h. (2.1), unter schrittweiser Anwendung des \Equivalence Theorems" in [Shoe67]

f

�

ur die einzelnen Ersetzungsschritte.

Ist A eine Formel auch von T , so �nden zur Konstruktion von A

�

keine Ersetzungen

statt, d.h. A

�

ist gleich A, also gilt (2.3).

Bez

�

uglich des Beweises von (2.2), d.h. von `

T

0

A ) `

T

A

�

f

�

ur beliebige FormelnA

von T

0

, kann vollinhaltlich auf [Shoe67] verwiesen werden; der dort f

�

ur den Fall von

Typ-(i)-Erweiterungen gef

�

uhrte induktive Beweis

�

uber die Theoreme von T

0

kann

hierher formal

�

ubernommen werden.

(4) Sei T

0

eine de�nitorische Erweiterung von T um einen Erweiterungsschritt vom

Typ (iv) in De�nition 2.1.2, d.h. also um die de�nitorische Einf

�

uhrung von n-stelligen

(n 2 N

0

) Funktionssymbolen f

i

der Familie ff

i

g

i2A

(A eine Indexmenge) vermittels

des Schemas von de�nierenden Axiomen

�

y = f

i

x

1

: : :x

n

$ D

(i)

	

i2A

, wobei D

(i)

f

�

ur alle i 2 A Formeln von T sind.

Dann kann A

�

analog zu Typ-(ii)-Erweiterungen de�niert werden (vgl. [Shoe67]):

In dieser De�nition reicht es aus, atomare Formeln A zu betrachten und in die-

sen schrittweise die Anzahl der vorkommenden Symbole f

i

zu verringern: A sei

B

z

[f

i

a

1

: : : a

n

], wobei in a

1

; : : : ;a

n

kein Symbol f

j

(j 2 A) mehr vorkommt und z
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in a

1

; : : : ;a

n

nicht vorkommt. Dann sei A

�

induktiv als

9z

�

D

(i)0

x

1

;::: ;x

n

;y

[a

1

; : : : ;a

n

; z] & B

�

�

de�niert, wobei D

(i)0

aus D

(i)

erneut durch Umbenennung gebundener Variablen so

entsteht, da� die obige Substitution m

�

oglich wird.

`

T

0

A$ A

�

f

�

ur atomares A kann nun wie in [Shoe67] gezeigt werden (n

�

amlich in-

duktiv

�

uber Ersetzungen der obigen Art, da� f

�

ur A gleich B

z

[f

i

a

1

: : : a

n

], a

1

; : : : ;a

n

enthalten kein f

j

(j 2 A), z kommt in a

1

; : : : ;a

n

nicht vor, unter der Annahme

`

T

0

B$ B

�

folgt, da�

`

T

0

9z

�

D

(i)0

x

1

;::: ;x

n

;y

[a

1

; : : : ;a

n

; z] & B

�

�

$ A

also `

T

0

A$ A

�

; der Beweis daf

�

ur kann von dort

�

ubernommen werden).

F

�

ur allgemeine Formeln A von T folgt `

T

0

A$ A

�

, d.h. (2.1), wegen des \Equi-

valence Theorems" aus der oben eingesehenen Einschr

�

ankung dieser Aussage auf

atomare Formeln.

Ist A Formel von T , so �nden in der Konstruktion von A

�

keine Ersetzungen statt,

d.h. A

�

ist gleich A, also gilt (2.3).

Damit bleibt nun

�

ubrig, zu zeigen, da� T

0

konservative Erweiterung von T ist (denn

damit folgt f

�

ur Formeln A von T

0

die Aussage (2.2):

`

T

0

A )

(2.3)

`

T

A

�

=)

(T

0

ist kons. Erw. von T )

`

T

A

�

, also (2.2)) :

Analog zum Beweis f

�

ur Typ (ii)-Erweiterungen in [Shoe67] sei T

00

eine Erweiterung

von T , deren Sprache L

T

00

gleich L

T

0

ist (gegen

�

uber T also auch genau die zus

�

atz-

lichen Funktionssymbole f

i

(i 2 A) besitzt), und die als zus

�

atzliche Axiome genau

alle Formeln des Schemas

�

D

(i)

y

[fx

1

: : :x

n

]

	

i2A

besitzt.

Nun ist T

00

aber zu T

0

�

aquivalent: Wie in [Shoe67] kann gezeigt werden, da� f

�

ur

alle i 2 A gilt, da� T

�

y = f

i

x

1

: : :x

n

$ D

(i)

�

zu T

�

D

(i)

y

[f

i

x

1

: : :x

n

]

�

�

aquivalent ist,

d.h. also, da� die de�nierenden Axiome von T

0

und die ihnen jeweils entsprechenden

neuen Axiome von T

00

mit den Mitteln von T wechselseitig auseinander herleitbar

sind. Daraus folgt die

�

Aquivalenz von T

0

und T

00

.

T

00

ist nun aber konservative Erweiterung von T , was sich aus dem Theorem

�

uber

funktionale Erweiterungen in [Shoe67] (\Theorem on Functional Extensions") so

herleiten l

�

a�t: Ist A Formel von T und gilt `

T

00

A, so gilt wegen des \Compactness

Theorems" jedenfalls `

T [E

i

1

;::: ;E

i

m

]

A, f

�

ur ein m 2 N

0

und i

1

; : : : ; i

m

2 A und wobei

damit E

i

j

gleich D

(i

j

)

y

[f

i

j

x

1

; : : : ;x

n

] (f

�

ur j 2 f1; : : : ;mg) ist (die Formeln E

i

j

sind

also bestimmte neue Axiome in T

00

). Nun ist T [E

i

1

; : : : ;E

i

m

] aber konservative Er-

weiterung von T (denn nach dem \Theorem on Functional Extensions" sind T [E

i

1

],
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T [E

i

1

][E

i

2

], : : : , T [E

i

1

] : : : [E

i

m

] jeweils konservative Erweiterungen (und eine end-

liche Reihe von konservativen Erweiterungen

�

uber einer Grundtheorie ist nat

�

urlich

selbst auch konservative Erweiterung

�

uber der Ausgangstheorie)). Da A Formel von

T ist, folgt also auch `

T

A.

Da T

0

und T

00

�

aquivalent sind, ist damit auch gezeigt, da� T

0

konservative Erweite-

rung von T ist.

De�nition 2.1.4. Die Theorie TAZ

0

.

TAZ

0

ist die de�nitorische Erweiterung von TAZ um die Pr

�

adikate der Kongruenzen-

familie f�

n

g

n2N; n�2

vermittels der de�nierenden Axiome des Schemas D.KON.S. :

D.KON.S.

�

x �

n

y $ 9 z

�

x+ n z = y

� 	

n2N; n�2

:

Lemma 2.1.5. TAZ

0

l

�

a�t die Quantorenelimination zu.

Es gibt dar

�

uber hinaus ein genau beschreibbares, deterministisches (QE-) Verfahren,

das zu einer vorgelegten Formel A von TAZ

0

in endlich vielen Schritten eine dazu in TAZ

0

�

aquivalente, o�ene Formel B herstellt, in der au�erdem keine Variablen frei vorkommen,

die nicht auch in A frei vorkommen.

(Es lie�e sich grob abk

�

urzend auch sagen: TAZ

0

l

�

a�t die QE auf eine e�ektive Weise

zu.)

Beweis. Dieser erfolgt hier im Sinne einer Schilderung der wesentlichen Schritte des in

[Pre29] vorgestellten Verfahrens:

(1) Allgemein kann ein e�ektives QE-Verfahren f

�

ur eine Theorie T dann als vollst

�

andig

gegeben angesehen werden, wenn eine genaue Beschreibung eines Verfahrens vorliegt,

das es gestattet, zu jeder o�enen Formel A

0

von T und jeder Variablen x eine o�ene

Formel B

0

von T mit

`

T

9xA

0

$ B

0

e�ektiv zu konstruieren. Denn:

(i) Es ist dann auch m

�

oglich, zu jeder o�enen FormelA

00

von T und jeder Variablen

x eine o�ene Formel B

00

von T mit

`

T

8xA

00

$ B

00

zu konstruieren:
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Denn: Seien A

00

o�en, x eine Variable, gegeben. Dann ist auch :A

00

o�en und

nach Annahme ist B

00

0

o�en mit

`

T

9x:A

00

$ B

00

0

aus 9x:A

00

e�ektiv konstruierbar. Daraus folgt aber sofort

`

T

:9x:A

00

$ :B

00

0

was mit `

T

8xA

00

$ B

00

0

gleichbedeutend ist, wenn man 8 wie [Shoe67] als de�-

niertes Symbol ansieht, oder woraus diese Aussage sofort logisch folgt. Hiermit

ist aber nun eine gesuchte Formel B

00

in :B

00

0

gefunden worden.

(ii) Um zu einer Formel A von T eine in T

�

aquivalente o�ene Formel B e�ektiv zu

�nden, kann man nun so vorgehen:

Ist A selbst o�en, so bleibt nichts mehr zu tun. Man w

�

ahlt A f

�

ur B.

Enth

�

alt A aber Quantoren, so formt man A durch Pr

�

anex-Operationen

�

aquiva-

lent zu einer Formel der Gestalt (Q

1

x

1

) : : : (Q

n

x

n

)A

0

um, wobei Q

i

(1 � i � n)

hierin f

�

ur Quanti�kationen 9 oder 8 stehen, A

0

o�en ist und n 2 N gilt, und

eliminiert dann nacheinander von innen beginnend die einzelnen Quantoren.

D.h. genau:

Unter Benutzung des in der Annahme vorausgesetzten Verfahrens sowie des in

(i) beschriebenen konstruiert man von (Q

1

x

1

) : : : (Q

n

x

n

)A

0

ausgehend nachein-

ander e�ektiv o�ene Formeln B

1

; : : : ;B

n

von T mit:

`

T

(Q

n

x

n

)A

0

$ B

1

;

`

T

(Q

n�1

x

n�1

)B

1

$ B

2

;

.

.

.

`

T

(Q

1

x

1

)B

n�1

$ B

n

:

Hieraus folgt f

�

ur B

n

( (n�1)-malige Anwendung des \Equivalence Theorem"s

aus [Shoe67]) jedoch

`

T

(Q

1

x

1

) : : : (Q

n

x

n

)A

0

$ B

n

;

woraus mit `

T

A$ (Q

1

x

1

) : : : (Q

n

x

n

)A

0

(wegen Pr

�

anex-Operationen) sofort

folgt:

`

T

A$ B

n

:

Die zu A gesuchte, in T

�

aquivalente o�ene Formel B wurde also dann in B

n

e�ektiv gefunden.
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(2) Ist nun f

�

ur eine Theorie T ein Verfahren gegeben, um zu einer Formel 9xA

0

, A'

o�en, eine in T

�

aquivalente Formel B' mit der weiteren Eigenschaft, da� in B' keine

Variablen frei vorkommen, die nicht auch in 9xA

0

frei vorkommen, zu konstruieren,

so besitzt die in (1) beschriebene Ausdehnung dieses Verfahrens auf alle Formeln A

von T ebenfalls diese Eigenschaft, da� in der entsprechenden, zu A in T

�

aquivalen-

ten, quantorenfreien Formel B gegen

�

uber der Ausgangsformel A keine neuen freien

Variablen vorkommen.

(Im folgenden wird die Bezeichnung A jedoch auch f

�

ur o�ene Formeln verwendet

werden, auf die in den Verfahrensbeschreibungen bisher immer mit A

0

verwiesen

worden ist.)

(3) Im weiteren reicht es nun aus, ein Verfahren anzugeben, wie zu einer Formel 9xA,

A o�en und in Negationsnormalform (NNF) (d.h. A solcherart, da� darin Negati-

onssymbole nur unmittelbar vor atomaren Formeln stehen), eine in T

�

aquivalente

Formel B gefunden werden kann, in der gegen

�

uber 9xA keine neuen freien Variablen

auftreten:

Dies deswegen, weil eine beliebige Formel A durch aussagenlogische Umformungen

leicht auf diese entsprechende Gestalt in

�

aquivalenter Weise gebracht werden kann

(d.h., in dem Negationszeichen ganz nach innen gebracht und dann weiters jeweils

zwei aufeinanderfolgende Negationszeichen eliminiert werden).

(4) Im Fall von TAZ

0

kann nun die Menge der Ausgangsformeln 9xA, wobeiA o�en und

wie in (3), eines anzugebenden Verfahrens weiters noch dahingehend eingeschr

�

ankt

werden, da� sich bei Ausgangsformeln der verkleinerten Menge : auch nicht auf

atomare Formeln mit Pr

�

adikatssymbolen �

n

(n 2 N , n � 2) bezieht:

Dies deshalb, weil in einer Ausgangsformel 9xA (A wie in (3) gefordert) eventuell

auftretende Teilformeln der Gestalt :a �

n

b (n 2 N , n � 2, a;b Terme von TAZ)

durch Formeln

a+ 1 �

n

b _ a+ 2 �

n

b _ : : : _ a+ n�1 �

n

b

�

aquivalent ersetzt werden k

�

onnen und die dann entstehende Formel nach solchen

Ersetzungen wieder in DNF-Gestalt, wobei gleichzeitig erneut auch NNF-Gestalt

erreicht wird, gebracht werden kann, soda� darin dann keine verneinten atomaren

Formeln mit Pr

�

adikatssymbol �

n

(n 2 N , n � 2) mehr vorkommen. { Diese hierbei

verwendeten Ersetzungen sind wegen

`

TAZ

0

:x �

n

y $ x+ 1 �

n

y _ x+ 2 �

n

y _ : : : _ x+ n�1 �

n

y

und dem \Equivalence Theorem" in [Shoe67] tats

�

achlich

�

aquivalente Umformungen

(in TAZ

0

).
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(5) In [Pre29] wird nun die QE lediglich f

�

ur Formeln 9xA, A o�en, A ist eine Kon-

junktion von atomaren Formeln mit Pr

�

adikatssymbol = oder �

n

(n 2 N , n � 2)

(: Gleichungen und Kongruenzen) oder verneinten atomaren Formeln mit Pr

�

adikats-

symbol = (: verneinte Gleichungen) geschildert:

Dies ist deswegen berechtigt, weil zu einer Ausgangsformel 9xA, A wie in

(4), A durch aussagenlogische Umformungen auf eine disjunktive Normalform

A

1

_A

2

_ : : : _A

n

gebracht werden kann, wobei die A

i

gerade Konjunktionen von

der hier betrachteten Form sind und weil insgesamt dann gilt:

` 9xA$ 9x

�

A

1

_A

2

_ : : : _A

n

�

$ 9xA

1

_ 9xA

2

_ : : : _ 9xA

n

(Dies gilt f

�

ur allgemeine Konjunktionen A gleich A

1

_A

2

_ : : : _A

n

in jeder Theo-

rie.)

(6) Nun k

�

onnen die atomaren Formeln von TAZ

0

bez

�

uglich einer Variablen x immer

�

aquivalent durch atomare Formeln der Gestalt �x+ a = b, �x+ a �

n

b, a = b

oder a �

n

b (� 2 N , n 2 N , n � 2, a;b Terme, in denen x nicht vorkommt) ersetzt

werden.

Eine atomare Formel, in der x vorkommt, ist n

�

amlich zuerst durch assoziati-

ve und kommutative Umformungen auf eine Gestalt �

1

x+ a = �

2

x+ b bzw.

�

1

x+ a �

n

�

2

x+ b (�

1

; �

2

2 N

0

, �

1

+ �

2

> 0, n 2 N , n � 2, a;b Terme oh-

ne x) umformbar und dann wegen TAZ.3. zu Formeln der Gestalt �x+ a = b,

�x+ a �

n

b bzw. a = b oder a �

n

b

�

aquivalent (� 2 N , n, a und b wie oben).

Im weiteren werden folgende Abk

�

urzungen f

�

ur den Typ von solcherart umgeformten

atomaren Formeln und bestimmten negierten entsprechenden Formeln verwendet:

�x+ a = b : : :

"

vom Typ GL(x)\ (

"

Gleichung in x\)

�x+ a �

n

b : : :

"

vom Typ K(x)\ (

"

Kongruenz in x\)

:�x+ a = b : : :

"

vom Typ NGL(x)\ (

"

Negierte Gleichung in x\)

a = b : : :

"

vom Typ GL

x

\ (

"

Gleichung ohne x\)

a �

n

b : : :

"

vom Typ K

x

\ (

"

Kongruenz ohne x\)

:a = b : : :

"

vom Typ NGL

x

\ (

"

Negierte Gleichung ohne x\)

(wobei � 2 N und a;b Terme ohne x, n 2 N , n � 2).

(7) Um nun den 9-Quantor in einer Formel 9xA von TAZ

0

, A o�en, A ist eine Kon-

junktion von Gleichungen, negierten Gleichungen und Kongruenzen, zu eliminieren,
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benutzte Presburger eine Vorgangsweise entsprechend dem folgenden Ersetzungsre-

gelschema bez

�

uglich beliebiger Variablen x:

R1. GL(x) & GL(x) � GL(x) & GL

x

R2. GL(x) &NGL(x)� GL(x) &NGL

x

R3. GL(x) &K(x) � GL(x) &K

x

R4. K(x) &K(x) � K(x) &K

x

R5. 9x (GL(x) ) � K

x

bzw. 0 = 0

R6. 9x (K(x) ) � K

x

bzw. 0 = 0

R7. 9x

�

K(x) &NGL(x) & : : : &NGL(x)

�

� K

x

bzw. 0 = 0

R8. 9x

�

K(x) &NGL(x) & : : : &NGL(x)

�

� 0 = 0 :

Hierbei sollen Ersetzungsregeln dieses Schemas als Verfahren betrachtet werden, die

es erm

�

oglichen, zu einer Formel von TAZ

0

, die vom Formeltyp der linken Seite einer

Regel ist, eine in TAZ

0

�

aquivalente Formel vom Typ der rechten Regelseite e�ektiv

zu �nden; weiters sollen bei diesen Umformungen von Formeln gegen

�

uber der Aus-

gangsformel keine neuen freien Variablen in der Ergebnisformel entstehen und die

Variable x soll jeweils nur mehr in jenen Formeln auftreten, deren Typ das zul

�

a�t.

Die Ersetzungsregeln R1.{R4. werden im weiteren dazu dienen, ausgehend von einer

Formel 9xA von TAZ

0

, A o�en, A ist eine Konjunktion von Formeln der Typen

GL(x), NGL(x), K(x), GL

x

, NGL

x

, K

x

innerhalb von A die Anzahl der x

enthaltenden Konjunktionsformeln weitgehend und durch schrittweise Ersetzungen

zu verringern; soweit, da� A durch B

1

& B

2

�

aquivalent ersetzt werden kann, wobei

B

2

x nicht mehr enth

�

alt und schlie�lich eine zu 9xA

�

aquivalente o�ene Formel B

gefunden werden kann, indem mittels der Regeln R5.{R8. eine zu 9xB

1

�

aquivalente

o�ene Formel B

0

1

gefunden wird undB gleichB

0

1

& B

2

gesetzt wird (vgl. Schritt (7)).

Im folgenden seien nun solche Verfahren an einigen Beispielen beschrieben und

beg

�

undet: Zuerst sei dabei hier R3. betrachtet:

Sei eine Formel C vom Typ GL(x) & K(x) gegeben, d.h. eine Formel C gleich

C

1

& C

2

, wobei C

1

vom Typ GL(x) und C

2

vom Typ K(x) ist. Dann ist C

1

von der Gestalt �x+ a = b und C

2

von der Gestalt �

0

x+ a

0

�

n

b

0

(f

�

ur �; �

0

2 N ,

und Terme a;a

0

;b;b

0

in T , in denen x nicht vorkommt, sowie f

�

ur n 2 N , n � 2).

Nun kann in TAZ

0

begr

�

undet werden, da� �x+ a = b & �

0

x+ a

0

�

n

b

0

durch

��

0

x+ �

0

a = �

0

b & ��

0

x+ � a

0

�

�n

�b

0

ersetzt werden kann und also durch ei-

ne Formel der Gestalt  x+ c = d &  x+ c

0

�

m

d

0

( 2 N , c; c

0

;d;d

0

Terme in

T , in denen x nicht vorkommt, m 2 N , m � 2). Diese wiederum kann durch

 x+ c = d & c

0

+ d �

m

c+ d

0

ersetzt werden, das sei die Formel D. Insgesamt gilt

f

�

ur entsprechende �; �

0

;  2 N , n;m 2 N , n;m � 2, und Terme a;a

0

;b;b

0

; c; c

0

d;d

0

,
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in denen x nicht vorkommt:

`

TAZ

0

C$ C

1

& C

2

$ �x+ a = b & �x+ a

0

�

n

b

0

$ ��

0

x+ �

0

a = �

0

b & ��

0

x+ � a

0

�

�n

�b

0

$  x+ c = d &  x+ c

0

�

m

d

0

$  x+ c = d & c

0

+ d �

m

c+ d

0

$ D

(Dabei sind hier und h

�

au�g auch im folgenden Darstellungen von

�

Aquivalenzumfor-

mungen in einer Theorie T von Formeln A zu Formeln B wie

`

T

A$ A

1

$ A

2

.

.

.

$ A

n

$ B

als abgek

�

urzte Schreibweisen f

�

ur die G

�

ultigkeit der Kette von Aussagen

`

T

A$ A

1

; `

T

A

1

$ A

2

; : : : ;`

T

A

n�1

$ A

n

; `

T

A

n

$ B ;

die die Beweisbarkeit der einzelnen Schritte der oben vereinfacht angeschriebenen,

(in T )

�

aquivalenten Umformung von A zu B ausdr

�

ucken, zu verstehen.)

Auf diesem Weg ist also hiermit auf e�ektive Weise zu einer o�enen Formel C vom

Typ GL(x) & K(x) eine

�

aquivalente o�ene Formel D vom Typ GL(x) & K

x

gewonnen werden.

Die Einzelschritte in dieser logischen Umformung in TAZ

0

ergeben sich hier bei-

spielsweise unter ausschlie�licher Ben

�

utzung der Axiome TAZ.1. und TAZ.4., sowie

von solchen des Schemas TAZ.S3. .

R5. ist so zu begr

�

unden: Sei C eine o�ene Formel vom Typ GL(x). Es gibt also

� 2 N , a;b Terme ohne x , soda� C gleich �x+ a = b ist. Nun ist jedoch klar,

da� 9x (�x+ a = b ) im Fall � = 1 wegen TAZ.4. (der Existenz inverser Elemente

bez

�

uglich +) immer beweisbar ist bzw. im Fall � 6= 1 wegen D.KON.S. zu a �

�

b

�

aquivalent ist. Im Fall � 6= 1 gilt z.B. also insgesamt mit D gleich a �

�

b:

`

TAZ

0

9xC$ 9x (�x+ a = b )

$ a �

�

b

$ D
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Insgesamt ist damit klar, wie eine Formel vom Typ 9xGL(x)

�

aquivalent entweder

durch die o�ene Formel 0 = 0 oder eine x nicht mehr enthaltende (und keine neuen

freien Variablen enthaltende) Formel vom Typ K

x

ersetzt werden kann. (F

�

ur die

hier beteiligten Umformungen ben

�

otigte nichtlogische Axiome von TAZ

0

: TAZ.1.,

TAZ.2., TAZ.3., TAZ.4., D.KON.S. .)

R6. ist so einzusehen: Es sei eine Formel C vom Typ K(x) gegeben. C ist also f

�

ur

bestimmte � 2 N , n 2 N , n � 2, a;b Terme ohne x gleich �x+ a �

n

b. Sei nun

c := ggT(�; n) und sei c 6= 1 (im Fall c = 1, so ist C ja zu D gleich 0 = 0

�

aquivalent).

Dann gilt mit D gleich a �

c

b, falls y eine neue Variable x ist, noch in a oder b

vorkommt:

`

TAZ

0

9xC$ 9x (�x+ a �

n

b )

$ 9x9y (�x+ n y + a �

n

b )

$ 9x9y

�

c

�

�

c

x+

n

c

y

�

+ a = b

�

$ 9x ( cx+ a �

n

b )

$ a �

c

b

$ D

Hierbei ergibt sich der Teilschritt

`

TAZ

0

9x ( cx+ a �

n

b )! 9x9y

�

c

�

�

c

x+

n

c

y

�

+ a = b

�

(2.4)

in folgender Weise:

Da c = ggT(�; n) existieren nat

�

urliche Zahlen x

�

, y

�

so, da� c = �x

�

� ny

�

. In

TAZ

0

ist dann jedenfalls `

TAZ

0

cx+ ny

�

x = �x

�

x beweisbar. Damit ist nun leicht

zu beweisen:

`

TAZ

0

9x ( cx+ a �

n

b )! 9x (�x

�

x+ a �

n

b+ ny

�

x ) : (2.5)

Sowie im weiteren

`

TAZ

0

9x (�x

�

x+ a �

n

b+ ny

�

x )! 9x9y (�x+ a = b+ ny ) (2.6)

und

`

TAZ

0

9x9y (�x+ a = b+ ny )! 9x9y

�

c

�

�

c

x+

n

c

y

�

+ a = b

�

(2.7)

(2.4) folgt nun aus (2.5), (2.6) und (2.7). (F

�

ur diesen Schritt ben

�

otigte nichtlogische

Axiome von TAZ

0

: TAZ.1., TAZ.2., TAZ.3., TAZ.4., D.KON.S. .)

Bis auf R4., das etwas schwieriger zu begr

�

unden ist, sind die restlichen Regeln

leicht einzusehen. Bemerkenswert ist dabei vielleicht, da� die Schemata TAZ.S2. und
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TAZ.S3. an keiner Stelle in die Begr

�

undung der Regeln eingehen und in das Verfah-

ren nur zur Rechtfertigung der Ersetzungsschritte von Formeln der Gestalt :a �

n

b

(n 2 N , n � 2) durch Formeln a+ 1 �

n

b _ a+ 2 �

n

b _ : : : _ a+ n�1 �

n

b,

also zur Begr

�

undung von

`

TAZ

0

:x �

n

y $ x+ 1 �

n

y _ x+ 2 �

n

y _ : : : _ x+ n�1 �

n

y

gemeinsam eingehen

10

.

Die exakte Zur

�

uckf

�

uhrung der Umformungsschritte auf in TAZ

0

beweisbare Aussa-

gen ist umst

�

andlich und geschieht hier ebensowenig wie in [Pre29], man kann sich in

jedem einzelnen Fall jedoch rasch davon

�

uberzeugen, da� das immer m

�

oglich ist.

(8) Das in (7) vorgestellte und teilweise begr

�

undete Ersetzungsregelschema f

�

ur einfache

Konjunktionsformeln von TAZ

0

kann nun in folgender Weise zur Elimination des

9-Quantors in Formeln 9xA (A o�en, wie in (5) gefordert) verwendet werden:

Sei A also eine o�ene Formel in TAZ

0

, x eine Variable, A ist eine Konjunktion von

Formeln der m

�

oglichen Typen GL(x),K(x), NGL(x), GL

x

,K

x

, NGL

x

. Eine zu

9xA in TAZ

0

�

aquivalente o�ene Formel B, in der gegen

�

uber A keine neuen freien

Variablen (und auch x nicht mehr) auftreten, kann nun mit Hilfe der Vorgangsweisen

in den einzelnen F

�

allen der folgenden Fallunterscheidungen gefunden werden:

Fall 1: A enth

�

alt eine Konjunktionsformel vom Typ GL(x):

Durch fortgesetztes Anwenden der Ersetzungsregeln R1., R2. und R3. auf ver-

schiedene Konjunktionsformeln von A kann (jeweils durch Ersetzung von For-

melpaaren durch ein davon abgeleitetes Paar) die Zahl der KonjunktionenK(x)

und negierten Gleichungen NGL(x) auf 0 und dann die Zahl der Gleichungen

GL(x) auf 1 reduziert werden. A kann insgesamt durch C

1

mit C

1

vom Typ

GL(x) (A bestand schon urspr

�

unglich nur aus einer Gleichung in x) oder durch

C

1

& C

2

mit C

1

vom Typ GL(x) und C

2

eine Konjunktion von Formeln, in

denen x nicht mehr auftritt (C

2

ist eine Konjunktion von Formeln der Typen

GL

x

, K

x

, NGL

x

), ersetzt werden. Mit Hilfe von R5. kann nun eine zu 9xC

1

�

aquivalente o�ene Formel C

0

1

gefunden werden. Die gesuchte o�ene Formel B

ist dann C

0

1

bzw. C

0

1

& C

2

.

Denn im ersten Fall:

`

TAZ

0

9xA

0

$ 9xC

1

$ B ;

Im zweiten Fall:

`

TAZ

0

9xA

0

$ 9x (C

1

& C

2

)

$ (9xC

1

) & C

2

$ C

0

1

& C

2

$ B :

10

Diese f

�

ur seinen Beweis benutzte Vereinfachung schreibt M. Presburger A. Lindenbaum zu.
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Fall 2: A enth

�

alt keine Konjunktionsformel vom Typ GL(x), jedoch mindestens

eine vom Typ K(x):

Durch wiederholtes Anwenden der Ersetzungsregel R4. gelingt es, die Zahl der

von x abh

�

angigen Kongruenzformeln in Konjunktionen von A auf 1 zu redu-

zieren, d.h. A insgesamt durch C

1

oder durch C

1

& C

2

oder durch C

1

& C

3

oder durch C

1

& C

2

& C

3

zu ersetzen, wobei C

1

vom Typ K(x), C

2

vom Typ

NGL(x) & : : : &NGL(x) und C

3

x nicht enth

�

alt.

Im ersten und dritten Fall wird nun entsprechend R6. eine zu 9xC

1

�

aqui-

valente o�ene Formel C

0

1

gefunden, im zweiten und im vierten Fall eine zu

9x (C

1

& C

2

)

�

aquivalente Formel C

0

2

mit Hilfe von R7. .

Die gesuchte Formel B ist dann in C

1

bzw. in C

0

2

bzw. in C

0

1

& C

3

bzw in

C

0

2

& C

3

gefunden.

Denn z.B. im vierten Fall gilt:

`

T

9xA$ 9x (C

1

& C

2

& C

3

)

$ 9x (C

1

& C

2

) & C

3

$ C

0

2

& C

3

$ B :

Wie sich aus den Bedingungen an die Ersetzungsregeln (bzw. an die damit

verbundenen e�ektiven Verfahren) ergibt, ist inB schlie�lich gegen

�

uberA keine

neue Variable frei und kommt darin x ebenfalls nicht mehr vor.

Fall 3: A enth

�

alt keine Konjunktionsformeln vom TypGL(x) oderK(x), hingegen

schon solche vom Typ NGL(x):

A kann als C

1

bzw. als C

1

& C

2

aufgefa�t werden, wobei C

1

vom Typ

NGL(x) & : : : & NGL(x) ist und in C

2

x nicht vorkommt. Vermittels R8.

kann eingesehen werden, da� C

1

in TAZ

0

zur variablenfreien Formel 0 = 0

�

aquivalent ist, woraus sofort folgt, da� 9xA (im ersten Fall) zu 0 = 0, bzw. zu

C

2

(im zweiten Fall)

�

aquivalent ist. B sei also 0 = 0 bzw. C

2

.

Im zweiten Fall:

`

T

9xA$ 9x (C

1

& C

2

)

$ (9xC

1

) & C

2

$ 0 = 0 & C

2

$ C

2

$ B :

Fall 4: A enth

�

alt x nicht:
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Dann ist 9xA selbstverst

�

andlich zur o�enen Formel A

�

aquivalent. B kann als

A gew

�

ahlt werden.

Hiermit ist die Beschreibung eines e�ektiven QE-Verfahrens f

�

ur TAZ

0

abgeschlossen.

Das hier geschilderte Verfahren entspricht dem in [Pre29] dargestellten bis auf die

Durchf

�

uhrung der Entscheidung von variablenfreien Formeln von TAZ

0

, die dort Teil des

Verfahrens ist. Dieser Schritt ist nicht eigentlich Teil der Quantorenelimination in Formeln

von TAZ

0

(falls dieser Begri� w

�

ortlich|wie z.B. in [Shoe67]|verstanden wird) und wird

hier im folgenden erst im Beweis zu Satz 2.1.6 behandelt.

Eine unmittelbare Folgerung davon, da� TAZ

0

die QE zul

�

a�t, ist die Vollst

�

andigkeit

von TAZ (die Vollst

�

andigkeit einer Theorie, die die Quantorenelimination zul

�

a�t, folgt

allgemein jedenfalls immer dann, wenn T eine Konstante enth

�

alt und wenn variablenfreie

Formeln in T entscheidbar sind). Die Entscheidbarkeit von TAZ ist im wesentlichen eine

Folgerung davon, da� die QE in TAZ

0

auf eine e�ektive Weise (die oben beschrieben

worden ist) durchgef

�

uhrt werden kann.

Satz 2.1.6. TAZ ist vollst

�

andig und entscheidbar.

Beweis. (1) TAZ ist vollst

�

andig:

"

Vollst

�

andigkeit\ einer Theorie im Sinne von [Shoe67] meint: Konsistenz und jede

geschlossene Formel ist entscheidbar (d.h. zusammen: F

�

ur jede geschlossene Formel

A ist genau eine der beiden Formeln A oder :A ein Theorem).

� Die Konsistenz kann semantisch durch das Modell hZ; 0; 1;+i f

�

ur TAZ einge-

sehen werden.

� Um zu zeigen, da� jede geschlossene Formel von TAZ entscheidbar ist, gen

�

ugt

es, das f

�

ur die konservative (weil de�nitorische) Erweiterung TAZ

0

von TAZ

zu zeigen.

{ Nun mu� zuerst begr

�

undet werden, warum in TAZ

0

jede variablenfreie

FormelA von TAZ

0

entscheidbar ist, d.h. selbst beweisbar oder in negierter

Form beweisbar ist:

Hierf

�

ur reicht es aus, zu zeigen, da� atomare Formeln von TAZ entscheid-

bar sind; denn die Entscheidung einer beliebigen variablenfreien Formel

kann nach der Kl

�

arung der Entscheidbarkeit jeder in der Formel vorkom-

menden atomaren Formel dann auf aussagenlogischem Weg geschehen.

Atomare, variablenfreie Formeln von TAZ

0

k

�

onnen nach die Gruppenei-

genschaft in TAZ bez

�

uglich + benutzenden Umformungen als a = 0 oder

b �

n

0 (a; b 2 N

0

, n 2 N , n � 2) geschrieben werden.

F

�

ur solche Formeln gilt aber:
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Fall 1: a = 0. Dann gilt `

TAZ

0

a = 0:

Das folgt durch Substitution aus einem Identit

�

atsaxiom x = x.

Fall 2: a 6= 0. Dann gilt `

TAZ

0

: a = 0:

Zuerst gilt `

TAZ

0

: 1 = 0, da `

TAZ

0

1 = 0! 2 = 1 (wegen Gleichheits-

axiomen und TAZ.2.) und `

TAZ

0

: 2 1 = 1 (wegen TAZ.S3. und weil 2 1

in TAZ gleich 2 ist). Nun gilt weiters `

TAZ

0

a 1 = a 0

|{z}

=0

! 1 = 0 (wegen

a 6= 0 und TAZ.S1.). Insgesamt folgt aussagenlogisch: `

TAZ

0

: a = 0.

Fall 3: n j b. Dann gilt `

TAZ

0

b �

n

0:

Wegen n j b existiert ein c 2 N

0

mit n c = b. Damit gilt `

TAZ

0

n c = b ,

wegen TAZ.1. dann auch `

TAZ

0

n c = b. Mit einem Substitutionsaxiom

ist daraus `

TAZ

0

9z (n z = b ) herleitbar, also auch `

TAZ

0

9z ( b = n z ) ,

mithin (wegen D.KON.S. und TAZ.2.) `

TAZ

0

b �

n

0.

Fall 4: n - b. Dann gilt `

TAZ

0

: b �

n

0:

Wegen `

TAZ

0

b �

n

0! b+ nz �

n

0 reicht es, `

TAZ

0

: b �

n

0 f

�

ur

0 < b < n zu zeigen.

Weiters reicht es aus, f

�

ur 0 < b < n `

TAZ

0

:nx = b zu zeigen: Denn

daraus folgt (\Generalization Rule") `

TAZ

0

8x (:nx = b ) , also

`

TAZ

0

:9x (nx = b ). Wegen

`

TAZ

0

9x (nx = b )$ 9x

�

nx = b & 9 z (x+ z = 0 )

�

$ 9x9 z

�

nx = b & nx+ n z = 0

�

$ 9x9 z

�

0 = b+ n z

�

$ 9 z ( b+ n z = 0 )

$ b �

n

0

(benutzte nichtlogische Axiome: TAZ.1., TAZ.2., TAZ.3., TAZ.4.,

TAZ.S1., D.KON.S) folgt also `

TAZ

0

: b �

n

0.

Im letzten Beweisreduktionsschritt reicht es dann aus, `

TAZ

0

:nx = b

nur f

�

ur b 2 N , n 2 N , n � 2 mit 0 < b < n und b; n teilerfremd zu zei-

gen; denn mit c := ggT(b; n) gilt: `

TAZ

0

nx = c

�

n

c

x

�

, `

TAZ

0

b = c

b

c

wegen TAZ.1., `

TAZ

0

c

n

c

x = c

b

c

!

n

c

x =

b

c

wegen TAZ.S1., insgesamt

also `

TAZ

0

nx = b!

n

c

x =

b

c

und ggT(

n

c

;

b

c

) = 1.

Seien nun n; b 2 N teilerfremd mit 0 < b < n. Dann gibt es

x

�

; y

�

2 N so, da� �nx

�

+ b y

�

= 1. Also gilt `

TAZ

0

b y

�

= 1 + nx

�

;

daraus folgt `

TAZ

0

y

�

b = 1 + nx

�

(wegen TAZ.1.). Weiters

gilt `

TAZ

0

nx = b! y

�

(nx ) = y

�

b wegen Gleichheitsaxio-

men bez

�

uglich +. Daraus folgt mit dem zuvor hergeleiteten
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`

TAZ

0

nx = b! y

�

(nx ) = 1 + nx

�

erneut mit TAZ.1. . We-

gen TAZ.3. folgt daraus (

�

ahnlich einem zuvor ausf

�

uhrlich gezeigten

Schritt): `

TAZ

0

nx = b! 9 z (n z = 1 ) . Nun gilt aber `

TAZ

0

:nz = 1

wegen TAZ.S3. (nach Annahme ist n � 2), woraus durch \Generaliza-

tion Rule" sofort `

TAZ

0

:9 z (n z = 1 ) folgt; letzteres f

�

uhrt nun aber

von nx = b! 9 z (n z = 1 ) auf `

TAZ

0

:nx = b.

{ Ist nun A eine beliebige geschlossene Formel von TAZ

0

, so ist A entscheid-

bar:

Mit Hilfe des in Lemma 2.1.5 dargestellten QE-Verfahrens f

�

ur TAZ

0

kann

zu A e�ektiv eine o�ene Formel B mit

`

TAZ

0

A$ B (2.8)

gefunden werden, wobei B o�en und variablenfrei ist (weil wegen der

zus

�

atzlichen Eigenschaft des QE-Verfahrens in B keine Variablen frei vor-

kommen, die in A nicht frei sind; und A hier geschlossen ist). Wegen dem

oben gezeigten gilt nun aber, da B o�en und variablenfrei, genau ent-

weder `

TAZ

0

B oder `

TAZ

0

:B, was zudem e�ektiv entschieden werden

kann. Im ersten Fall folgt daraus mit (2.8) sofort `

TAZ

0

A, im zweiten

`

TAZ

0

:A, mithin wegen der (o�ensichtlichen) Konsistenz von TAZ

0

dann

also 0

TAZ

0

A.

(2) TAZ ist entscheidbar:

Folgt sofort aus dem oben skizzierten e�ektiven Vollst

�

andigkeitsbeweis, in dem ja

eine durchf

�

uhrbare Methode angegeben wurde, wie von einer geschlossenen Formel

A von TAZ

0

festgestellt werden kann, ob A ein Theorem von TAZ

0

ist. Damit ist

TAZ

0

entscheidbar und, da TAZ

0

konservative Erweiterung von TAZ ist (und damit

die Anwendung eines Entscheidungsverfahrens f

�

ur TAZ

0

auf eine FormelA von TAZ

auch

�

uber die Beweisbarkeit von A in TAZ entscheidet), gilt das auch f

�

ur TAZ.

Eine weitere unmittelbare Folgerung der Vollst

�

andigkeit von TAZ ist nun aber die

Tatsache, da� TAZ und Th(hZ; 0; 1;+i)

�

aquivalent sind bzw. da� nun schlie�lich TAZ

auch als vollst

�

andige Axiomatisierung von Th(hZ; 0; 1;+i) erkannt werden kann. Anders

ausgedr

�

uckt hei�t das, da� f

�

ur eine Formel A von L

TAZ

die Aussagen

"

A ist in TAZ

beweisbar\ und

"

A ist in hZ; 0; 1;+i g

�

ultig\ immer den selben Wahrheitswert besitzen,

d.h. da� nun Beweisbarkeit in TAZ mit G

�

ultigkeit in hZ; 0; 1;+i identi�ziert werden kann.

Hierzu ist f

�

ur eine Formel A in TAZ nur zu zeigen, da�

A ist g

�

ultig in hZ; 0; 1;+i ) `

TAZ

A
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gilt, bzw. da� (als meta-sprachliche Aussage:)

�

aquivalent dazu die Kontraposition dieser

Folgerung f

�

ur alle Formeln A in TAZ gilt, n

�

amlich

0

TAZ

A ) A ist in hZ; 0; 1;+i nicht g

�

ultig :

Sei dazu nun A dazu eine Formel von TAZ, und es sei weiters angenommen, da� 0

TAZ

A gilt. Bezeichnet nun A

c

den Abschlu� von A, so mu� dann auch 0

TAZ

A

c

gelten (da

immer ` A

c

! A gilt (

"

Substitution Theorem\ in [Shoe67])). Wegen der Vollst

�

andigkeit

von TAZ mu� dann aber `

TAZ

:A

c

gelten. Da hZ; 0; 1;+i ein Modell von TAZ ist, folgt,

da� :A

c

in diesem Modell g

�

ultig, A

c

also nicht g

�

ultig ist. Hieraus folgt aber die Nicht-

G

�

ultigkeit von A in hZ; 0; 1;+i (da die G

�

ultigkeit von A immer die G

�

ultigkeit von A

c

nach sich zieht).

Lemma 2.1.7. Die de�nitorische Einf

�

uhrung eines einzelnen nichtlogischen Symbols bzw.

einer einzelnen Familie von nichtlogischen Symbolen in einer Theorie kann (wenn sie

�

uber-

haupt erfolgen kann) schon in einem einzigen de�nitorischen Erweiterungsschritt gesche-

hen.

Pr

�

azisierung. Sei T

0

eine de�nitorische Erweiterung von T , die im Sinne von De�niti-

on 2.1.2 aus endlich vielen aufeinanderfolgenden Erweiterungsschritten hervorgeht und bei

der einer dieser Erweiterungsschritte vom Typ (i){(iv) in De�nition 2.1.2 in der Einf

�

uhrung

eines neuen nichtlogischen Symbols p bzw. f bzw. von neuen Symbolen einer Familie

fp

i

g

i2A

bzw. ff

i

g

i2A

besteht. Dann existiert eine de�nitorische Erweiterung T

00

von T

um einen einfachen Erweiterungsschritt der de�nitorischen Einf

�

uhrung von p bzw. f bzw.

der Symbole der Familie fp

i

g

i2A

bzw. ff

i

g

i2A

in T , f

�

ur die dann weiters auch gilt, da�

T

0

konservative Erweiterung von T

00

ist. (D.h. also, da� die de�nitorische Einf

�

uhrung von

einzelnen neuen nichtlogischen Symbolen bzw. Symbolen einzelner Symbolfamilien in ei-

ner Theorie, wenn diese

�

uberhaupt m

�

oglich ist, im selben Ausma� schon in einem einzigen

de�nitorischen Erweiterungsschritt m

�

oglich ist, wobei

"

im selben Ausma�\ hier ist als

"

da-

bei dieselbe inhaltliche und formale Ausdruckskraft der de�nierten Symbole erzielend\ zu

verstehen ist.)

Beweis. (1) Zuerst sei folgendes gezeigt: Ist T

0

eine de�nitorische Erweiterung von T , so

existiert eine de�nitorische Erweiterung T

00

von T , die zu T

0

�

aquivalent ist, die aber

(m

�

oglicherweise im Unterschied zu T

0

) als in ihren de�nierenden Axiomen auftre-

tende De�nitionsformeln D nur solche besitzt, die ausschlie�lich schon mit mit den

(logischen und nichtlogischen) Symbolen von T gebildet werden k

�

onnen:

Das kann durch Induktion

�

uber die Anzahl N der de�nitorischen Erweiterungsschrit-

te von T

0

gezeigt werden.

N = 0: Es bleibt nichts zu zeigen.
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Diagramm 2.1.1 F

�

ur den Induktionsschritt in (1) im Beweis von Lemma 2.1.7 zu

betrachtende Situation; dabei wird das Zeichen � f

�

ur die Symbolisierung der nach der

Induktionsannahme bestehenden bzw. nun zu zeigenden

�

Aquivalenz der entsprechenden,

damit symbolisch verbundenen Theorien verwendet.

T

0

?

�

T

00

T

0

0

_

px

1

:::x

n

 !D

1

OO

�

(Ind.Ann.)

T

00

0

_

px

1

:::x

n

 !D

�

1

OO

T

_

N Erweiterungsschritte

OO

T

_

N Erweiterungsschritte

OO

N ! N + 1: T

0

entstehe aus T

0

0

z.B. durch die de�nitorische Einf

�

uhrung des n-stelli-

gen Pr

�

adikatensymbols p vermittels des de�nierenden Axioms px

1

: : :x

n

$ D

1

,

T

0

0

sei de�nitorische Erweiterung von T .

Nach der Induktionshypothese existiert eine de�nitorische Erweiterung T

00

0

von

T , in der die in de�nierenden Axiomen auftretenden De�nitionsformeln D al-

lesamt schon

�

uber L

T

gebildet werden k

�

onnen und die zu T

0

0

�

aquivalent ist.

Sei nun D

�

1

die Translation von D

1

nach T , d.h. also: D

�

1

besitzt nur Symbole

von L

T

und es gilt

`

T

0

0

D

1

$ D

�

1

: (2.9)

Da T

0

0

und T

00

0

�

aquivalent sind, gilt damit auch

`

T

00

0

D

1

$ D

�

1

: (2.10)

Sei nun T

00

jene de�nitorische Erweiterung von T

00

0

, die aus der de�nitorischen

Einf

�

uhrung von p in T

00

0

vermittels des de�nierenden Axioms px

1

: : :x

n

$ D

�

1

aus T

0

0

entsteht (vgl. diese in Diagramm 2.1.1 dargestellte Situation).

T

00

erf

�

ullt nun damit weiterhin die an die De�nitionsformelnD der de�nierenden

Axiome gerichtete Forderung (: als Formeln schon

�

uber L

T

gebildet werden zu

k

�

onnen), und ist au�erdem zu T

0

�

aquivalent:

T

0

und T

00

haben dieselbe Sprache (L

T

0

) und entstehen aus den

�

aquivalen-

ten Theorien T

0

0

bzw. T

00

0

durch de�nitorische Einf

�

uhrung des selben Symbols,

jedoch auf unterschiedliche Weise, n

�

amlich vermittels px

1

: : :x

n

$ D

1

als de�-

nierendes Axiom f

�

ur p in T

00

und px

1

: : : x

n

$ D

�

1

als de�nierendes Axiom f

�

ur
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p in T

00

. Es bleibt also zu zeigen, da� das jeweilige de�nierende Axiom in der

einen Theorie in der jeweils anderen beweisbar ist:

(a) `

T

00

px

1

: : : x

n

$ D

1

: Folgt wegen `

T

00

px

1

: : : x

n

$ D

�

1

(def. Ax. in T

00

)

und `

T

00

0

D

1

$ D

�

1

((2.10), sowie: T

00

ist Erweiterung von T

00

0

) als aussa-

genlogische Folgerung (

"

tautological consequence\ in [Shoe67]).

(b) `

T

0

px

1

: : : x

n

$ D

�

1

: Dies folgt sofort aus dem de�nierenden Axiom

`

T

00

px

1

: : :x

n

$ D

1

von p in T

0

sowie aus `

T

0

D

1

$ D

�

1

((2.9), sowie T

0

ist Erweiterung von T

0

0

) wiederum als aussagenlogische Folgerung.

(Im Falle von de�nitorischen Erweiterungen von T

0

0

zu T

0

um ein Funktionssymbol

oder eine Familie von Symbolen kann analog argumentiert werden; f

�

ur die

�

Aquivalenz

der betrachteten de�nitorischen Erweiterungen reicht es, im Falle von Symbolfamili-

en die wechselseitige Ableitbarkeit der de�nierenden Axiome jedes einzelnen Symbols

in den erweiterten Theorien T

0

, T

00

zu zeigen.)

(2) Ist nun T

0

eine de�nitorische Erweiterung von T , in der die in den de�nierenden

Axiomen auftretenden De�nitionsformeln alle die Eigenschaft haben, schon

�

uber L

T

gebildet werden zu k

�

onnen, so kommt es bei der Bildung von T

0

aus T auf die

Reihenfolge der einzelnen de�nitorischen Erweiterungsschritt nicht mehr an, diese

kann beliebig (im Sinne von Permutationen der einzelnen Schritte) ver

�

andert werden:

Hierf

�

ur reicht es o�enbar, einzusehen, da� unter den obigen Bedingungen an die

de�nierenden Axiome zwei aufeinanderfolgende de�nitorische Erweiterungsschritte

vertauscht werden k

�

onnen, d.h. auf beide Wege zur selben de�nitorischen Erwei-

terung f

�

uhren. (Durch solche Vertauschungen aufeinanderfolgender Schritte k

�

onnen

leicht Ab

�

anderungen der Gesamtreihenfolge der Erweiterungsschritte, die beliebi-

gen Transpositionen von Schritten entsprechen, aufgebaut werden; Permutationen

von Schritten k

�

onnen dann mit Hilfe endlich vieler entsprechender Transpositionen

hergestellt werden.)

Sei nun zum Beispiel die Theorie T

1

eine de�nitorische Erweiterung von T

0

um die

Einf

�

uhrung eines n-stelligen Pr

�

adikatssymbols p unter der Verwendung des de�ni-

nierenden Axioms px

1

: : :x

n

$ D

1

und T

2

de�nitorische Erweiterung von T

1

um

die Einf

�

uhrung der Funktionssymbolfamilie ff

i

g

i2A

(f

i

n-stellige Funktionssymbo-

le) vermittels y = f

i

x

1

: : :x

n

$ D

(i)

2

, wobei sowohl D

1

als auch alle D

(i)

2

(i 2 A)

Formeln

�

uber L

T

0

sind.

Nun sei T

0

1

de�nitorische Erweiterung von T

0

um die Einf

�

uhrung von p (das ist

m

�

oglich, denn D

1

enth

�

alt nach Annahme nur nichtlogische Symbole aus L

T

0

, die

De�nition von p setzt also in keiner Weise die (beim Aufbau von T

2

) vorher erfolgte

De�nition aller f

i

voraus); sei weiters T

0

2

de�nitorische Erweiterung von T

1

um die

Einf

�

uhrung von allen Funktionssymbolen der Familie ff

i

g

i2A

(das ist zul

�

assig, da die
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Diagramm 2.1.2 Ist die Vertauschung von zwei Erweiterungsschritten bei der de�nito-

rischen Erweiterung einer Theorie T

0

zul

�

assig, d.h. sind die dadurch entstehenden Theorien

T

2

und T

0

2

�

aquivalent? { (Das Diagramm zeigt einen der hierf

�

ur in (2) im Beweis von Lem-

ma 2.1.7 zu untersuchenden F

�

alle bzgl. verschiedener Typen von Theorieerweiterungen,

n

�

amlich den einer Erweiterung um einen Schritt von Typ (i) und um einen Schritt vom

Typ (iv).)

T

2

?

T

0

2

T

1

_

px

1

:::x

n

 !D

1

OO

T

0

1

_

�

y=fx

1

:::x

n

 !D

(i)

2

	

i2A

OO

T

0

_

�

y=fx

1

:::x

n

 !D

(i)

2

	

i2A

OO

T

0

_

px

1

:::x

n

 !D

1

OO

Existenz und Eindeutigkeitsbedingungen f

�

ur die f

i

, die urspr

�

unglich in T

0

beweisbar

sein mu�ten, selbstverst

�

andlich auch in der (de�nitorischen) Erweiterung T

0

1

von T

0

beweisbar sind). { Die gesamte hier betrachtete Situation ist in Diagramm 2.1.2

bildlich dargestellt.

Dann sind T

2

und T

0

2

in dem Sinne gleich, da� sie dieselbe Sprache und dieselben

nichtlogischen Axiome haben (und dadurch ist eine Theorie im Sinne von [Shoe67]

eindeutig bestimmt).

Sollte der Vertauschungsschritt von de�nitorischen Erweiterungen im oben betrach-

teten Fall in die umgekehrte Richtung durchgef

�

uhrt und in seiner Zul

�

assigkeit be-

gr

�

undet werden, d.h. w

�

aren die de�nitorischen Erweiterungen T

0

1

um p aus T

0

und T

0

2

um ff

i

g

i2A

aus T

0

1

gegeben, so m

�

u�te so argumentiert werden: Eine de�nitorische Er-

weiterung T

1

um die Einf

�

uhrung von ff

i

g

i2A

in T

0

vermittels y = f

i

x

1

: : : x

n

$ D

(i)

2

ist deshalb m

�

oglich, weil (a) D

(i)

2

(i 2 A) nach Annahme schon Formeln

�

uber L

T

0

(und nicht erst

�

uber L

T

1

) sind und weil (b) die Existenz- und Eindeutigkeitsbedin-

gungen f

�

ur die f

i

schon in T

0

beweisbar sind (und nicht erst in T

0

1

; dies deswegen,

weil diese Bedingungen nach Annahme Formeln

�

uber L

T

0

sind, die Theoreme von

L

T

0

1

sind (nach Annahme, da� T

0

2

de�nitorische Erweiterung von T

0

1

um ff

i

g

i2A

ist),

und|da T

0

1

(als de�nitorische Erweiterung) konservative Erweiterung von T

0

ist|

auch Theorem von T

0

). { Die nach T

1

gereihte Erweiterung um p zu T

2

ist dann

v

�

ollig unproblematisch.

Weiters ist leicht einzusehen, da� eine solche Vertauschung von de�nitorischen Er-

weiterungsschritten unter den hier angenommenen Bedingungen an die de�nierenden
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Axiome auch in allen anderen F

�

allen von Typen von Erweiterungsschritten erlaubt

ist.

(3) Beweis der Aussage des Lemmas: Wegen (1) und (2) kann man zu einer de�nito-

rischen Erweiterung T

0

von T , in der z.B. (u.a.) ein n-stelliges Pr

�

adikatssymbol p

(vermittels de�nierendem Axiom px

1

: : : x

n

$ D in irgend einem de�nitorischen Er-

weiterungsschritt) gegen

�

uber T de�nitorisch eingef

�

uhrt wurde, eine

�

aquivalente de-

�nitorische Erweiterung T

000

von T betrachten, bei der die de�nitorische Einf

�

uhrung

von p bereits im ersten Erweiterungsschritt geschieht (vermittels de�nierendem Axi-

om px

1

: : :x

n

$ D

�

, D

�

die Translation in T

0

von D nach T ).

Sei nun T

00

jene einfache de�nitorsche Erweiterung von T um die Einf

�

uhrung von p,

die dem ersten Erweiterungsschritt im Aufbau von T

000

entspricht (vgl. Darstellung

dieser Situation in Diagramm 2.1.3).

F

�

ur die Aussage des Lemmas bleibt nun noch zu zeigen, da� T

0

konservative Erwei-

terung von T

00

ist:

(a) T

0

ist Erweiterung von T

00

: Da T

000

Erweiterung von T

00

ist (T

00

ist der erste

de�nitorische Erweiterungsschritt von T zu T

000

) und T

0

und T

000

�

aquivalent

sind.

(b) T

0

ist konservative Erweiterung von T

00

: Sei A eine Formel von T

0

�

uber der

Sprache L

T

00

(also mit Symbolen von T und zus

�

atzlich vielleicht noch mit dem

Symbol p gebildet), angenommen, es gilt: `

T

0

A. Dann gilt (da T

0

und T

000

�

aqui-

valent sind) auch `

T

000

A. Hieraus folgt aber auch `

T

00

A (da T

000

konservative

Erweiterung

�

uber seinem ersten Erweiterungsschritt ist).

Dieser Beweisteil verl

�

auft v

�

ollig analog f

�

ur de�nitorische Erweiterungsschritte vom

Typ (ii), (iii), (iv) in De�nition 2.1.2, also f

�

ur Erweiterungsschritte um die

Einf

�

uhrung von Funktionssymbolen oder ganzen Symbolfamilien.

Satz 2.1.8. TAZ

0

ist auf de�nitorischem Weg nicht zu einer Theorie der Additionsarith-

metik ganzer Zahlen mit Ordnungssymbol erweiterbar

11

.

Pr

�

azisierung. Es gibt keine de�nitorische Erweiterung TAZ

�

von TAZ, deren Sprache

L

TAZ

�

das Ordnungssymbol < enth

�

alt und die ein Modell hZ;0;1;+;<; : : : i

�

uber den

ganzen Zahlen besitzt, wobei die Entsprechungsrelation <

�

uber Z f

�

ur < im aufgef

�

uhrten

Modell die

�

ubliche Bedeutung dieses Symbols

�

uber den ganzen Zahlen haben soll (die

Punkte in der Modelldarstellung sollen Entsprechungen f

�

ur etwaig in TAZ

�

noch weiter

11

[Den Hinweis auf diese Aussage und eine Erl

�

auterung des dem Beweis zugrundeliegenden Hauptgedan-

kens verdanke ich Herrn M. Baaz, Wien; C.G.]
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Diagramm 2.1.3 In (3) im Beweis von Lemma 2.1.7 zu untersuchende Situation, wobei

gezeigt werden soll, da� T

0

konservative Erweiterung von T

00

ist. (Im Diagramm gilt:

m 2 N

0

, N 2 N , D ist eine Formel von L

T

0

m

bzw. von T

0

m

und T

0

, D

�

ist die Translation

von D nach T .)

T

0

�

(1),(2)

T

000

T

0

N�1

_

OO

T

000

N�1

_

OO

T

0

m+1

_

N�m�2 Erweiterungsschritte

OO

T

0

m

_

px

1

:::x

n

 !D

OO

T

0

1

_

m�1 Erweiterungsschritte

OO

T

000

1

_

N�2 Erweiterungsschritte

OO

T

00

T

_

OO

T

_

px

1

:::x

n

 !D

�

OO

T

_

px

1

:::x

n

 !D

�

OO
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de�nitorisch eingef

�

uhrte nichtlogische Symbole im Modell der ganzen Zahlen andeuten).

Weiters soll diese Aussage auch f

�

ur die Symbole �, >, bzw. � in der Beziehung zu den

daf

�

ur

�

uber Z gew

�

ohnlich verwendeten Entsprechungsrelationen �, >, � gelten.

Beweis. (1) Zun

�

achst ist leicht einsehbar, da� der Satz nur bez

�

uglich des Ordnungssym-

bols < gezeigt zu werden braucht: G

�

abe es n

�

amlich eine de�nitorische Erweiterung

TAZ

1

von TAZ, in der � (bzw. > bzw. �) so eingef

�

uhrt worden w

�

are, da� TAZ

1

ein Modell

�

uber den ganzen Zahlen mit den Entsprechungen 0, 1, + und � (bzw. >

bzw. �) in deren jeweils

�

ublicher Bedeutung

�

uber Z f

�

ur die nichtlogischen Symbole

0, 1, + und � (bzw. > bzw. �) von TAZ

1

bes

�

a�e, so w

�

urde das nat

�

urlich sofort auch

f

�

ur eine de�nitorische Erweiterung TAZ

�

von TAZ

1

gelten, in der < vermittels des

de�nierenden Axioms

x < y $ x � y & :x = y

( bzw. x < y $ y > x ; bzw. x < y $ y � x & :x = y )

eingef

�

uhrt worden w

�

are.

(2) Weiters wird es im folgenden ausreichen, zu zeigen, da� < in TAZ nicht mittels einer

de�nitorischen Erweiterung von TAZ, die durch einen einfachen Erweiterungsschritt

aus TAZ vermittels eines de�nierenden Axioms f

�

ur < hervorgeht, in dessen

�

ublicher

Bedeutung f

�

ur ganze Zahlen eingef

�

uhrt werden kann:

W

�

are n

�

amlich TAZ

��

eine aus TAZ in mehreren de�nitorische Erweiterungsschritten

entstandene de�nitorische Erweiterung, in der < in entsprechender Weise eingef

�

uhrt

worden w

�

are, so g

�

abe es wegen Lemma 2.1.7 auch eine de�nitorische Erweiterung

TAZ

�

von TAZ um die direkte Einf

�

uhrung von < in einem einfachen Erweiterungs-

schritt, deren Sprache L

TAZ

�

genau 0; 1;+ sowie > enth

�

alt und f

�

ur die TAZ

��

eine

konservative Erweiterung darstellt. D.h., da� alle mit den Symbolen von L

TAZ

�

ge-

bildeten Formeln, die Theoreme von TAZ

��

sind, auch schon Theoreme der einfachen

de�nitorischen Erweiterung TAZ

�

von TAZ sind. Auf diese Weise w

�

are dann eine

de�nitorische Erweiterung TAZ

�

von TAZ gefunden, in der < so eingef

�

uhrt worden

w

�

are, da� TAZ

�

�

uber Z mit der nat

�

urlichen Entsprechung < f

�

ur < interpretierbar

w

�

are (in der Sprache von [Shoe67] pr

�

azis: ein Modell mit den Entsprechungen 0, 1,

+, < f

�

ur die Symbole 0; 1;+; < von TAZ

�

uber Universum Z bes

�

a�e). ({ Dies wird

aber in den folgenden Beweisschritten ausgeschlossen werden).

(3) Mehr noch, es darf im folgenden angenommen werden, da� es zu zeigen ausreicht,

da� < nicht in einer einfachen de�nitorischen Erweiterung TAZ

0�

von TAZ

0

auf

entsprechende, hier behandelte Weise eingef

�

uhrt werden kann:

Wegen (2) darf angenommen werden, da� es zu zeigen ausreicht, da� es keine ein-

fache de�nitorische Erweiterung TAZ

�

von TAZ um < mit der damit verbundenen
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gew

�

ohnlichen Bedeutung der Entsprechungsrelation f

�

ur < bei einer Interpretation

�

uber Z gibt. G

�

abe es im Widerspruch dazu aber nun dennoch eine solche de�ni-

torische Erweiterung TAZ

�

, so w

�

urde die de�nitorische Erweiterung TAZ

�0

von

TAZ

�

um die zus

�

atzliche Einf

�

uhrung der Kongruenzsymbole

�

aquivalent zu TAZ

0�

(der Einf

�

uhrung zuerst von f�g

n2N; n�2

und danach folgend der von <) sein und

damit dann auch eine einfache de�nitorische Erweiterung um < von TAZ

0

in ent-

sprechender Weise darstellen. (Da� TAZ

�0

und TAZ

0�

�

aquivalent sind, folgt aus dem

Beweisschritt (2) im Beweis von Lemma 2.1.7).

Hiermit ist die behauptete Beweisreduktion gezeigt.

(4) Nun kann aber unter Zuhilfenahme des im Beweis zu Lemma 2.1.5 geschilderten

QE-Verfahrens f

�

ur TAZ auf folgende Weise eingesehen werden, da� eine entspre-

chende Erweiterung TAZ

0�

um die Einf

�

uhrung von < in TAZ

0

unm

�

oglich ist:

Angenommen, TAZ

0�

entsteht aus TAZ

0

durch Erweiterung der Sprache L

TAZ

0

von

TAZ

0

um das 2-stellige Pr

�

adikatssymbol < zur Sprache L

TAZ

0�

und durch die Hin-

zunahme des (neuen nichtlogischen) de�nierenden Axioms

x < y $ D (2.11)

(wobei D eine Formel der Sprache L

TAZ

0

ist, in der nur x und y frei vorkommen)

f

�

ur < zu den Axiomen von TAZ

0

so, da� Z

�

:= hZ;0;1;=;�

2

;�

3

; : : : ;�

n

; : : : ;<i

(

�

ubliche Bedeutung der hierin

�

uber Z in Gebrauch stehenden Symbole) ein Modell

von TAZ

0�

ist.

Dann folgt aus dem de�nierenden Axiom (2.11) in TAZ

0�

durch Substitution

`

TAZ

0�

0 < x$ D

0

x;y

[0; x] ; (2.12)

wobeiD

0

ausD durch|eventuelle n

�

otige|Umbenennung von gebundenen Variablen

inD entsteht (also Variante vonD ist).D

0

x;y

[0; x] sei nun die FormelE; E ist ebenfalls

eine mit Symbolen von L

TAZ

0

gebildete Formel.

Da nach Lemma 2.1.5 TAZ

0

die QE zul

�

a�t, gibt es eine in TAZ

0

zu E

�

aquivalente

o�ene Formel F, d.h. eine Formel F mit

`

TAZ

0

E$ F ; (2.13)

wobei wegen des im Beweis zu Lemma 2.1.5 geschilderten QE-Verfahrens angenom-

men werden kann, da� in F nur noch die Variable x vorkommt.

Sei nun weiters F

0

eine disjunktive Normalform von F. Sei weiters F

00

eine aus F

0

durch Ersetzung von negierten Kongruenzen entsprechend Schritt (4) im Beweis von

Lemma 2.1.5 aus F

0

und durch Entscheidung und Ersetzung von variablenfreien
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Formeln von F

0

durch 0 = 0 oder 0 = 1 (vgl. hierbei den Beweis zu Satz 2.1.6)

und zugleich deren weitestgehender Weglassung (so das aussagenlogisch in den Ver-

kn

�

upfungen von F

0

wegen `

TAZ

0

0 = 0 und `

TAZ

0

: 0 = 1 in TAZ

0

als

�

aquivalente

Formelersetzung m

�

oglich ist) entsteht.

Sei nun F

000

erneut eine disjunktive Normalform von F

00

. F

000

hat dann die Gestalt

F

1

_ : : : _ F

n

(n 2 N ), wobei die F

i

Konjunktionen von Formeln der Typen GL(x),

NGL(x), K(x) bzw. 0 = 0 sind oder F

000

selbst die Formel 0 = 1 ist.

Nun kann aber jedoch eine Formel F

i

, die eine Konjunktion von Formeln der Typen

GL(x), K(x), NGL(x) ist und in der nur x frei vorkommt, entsprechend Um-

formungen gem

�

a� den Regeln R1.{R4. des Ersetzungsregelschemas in Schritt (7)

im Beweis von Lemma 2.1.5 und nachheriger Entscheidung und weitgehender Weg-

lassung von entstandenen variablenfreien Teilformeln in den Konjunktionen F

i

in

TAZ

0

�

aquivalent durch eine Formel G

i

ersetzt werden, wobei G

i

eine Formel von

TAZ

0

ist, die vom Typ GL(x), K(x), K(x) &NGL(x) & : : : &NGL(x) oder

NGL(x) & : : : &NGL(x) oder 0 = 1 ist.

F

000

kann also durch eine Formel G in TAZ

0

�

aquivalent ersetzt werden, wobei B

entweder 0 = 0 oder 0 = 1 oder eine Disjunktion G

1

_ : : : _G

n

ist, wobei die For-

meln G

i

(1 � i � n) Disjunktionen von Formeln von TAZ

0

, in denen nur x vor-

kommt und die vom Typ GL(x), K(x), K(x) &NGL(x) & : : : &NGL(x) oder

NGL(x) & : : : &NGL(x) sind.

Insgesamt (

�

uber die Gesamtl

�

ange der Umformungen bisher) (v.a. wegen (2.11),

(2.12), (2.13)) und wegen der Tatsache, da� es sich (dabei) immer um

�

aquivalen-

te Umformungen bzw. Ersetzungen in TAZ

0

(bzw. damit auch in TAZ

0�

) gehandelt

hat, gilt nun f

�

ur die o�ene Formel G, in der nur mehr die Variable x vorkommt,

`

TAZ

0�

0 < x$ G

bzw.

`

TAZ

0�

8x( 0 < x$ G ) : (2.14)

Nun kann aber die vorhin festgelegte Struktur Z

�

im Widerspruch zur obigen An-

nahme kein Modell von TAZ

0�

sein, denn:

Fall 1: G ist 0 = 1 oder 0 = 0:

Dann gilt Z

�

(8x( 0 < x $ G ) )=F (da Z

�

( 0 = 1 )=F, es aber doch positive

Zahlen in Z gibt; bzw. da Z

�

( 0 = 0 )=T und aber z.B. Z

�

( 0 < 0 )=F gilt).

Das ist aber nun wegen (2.14) ein Widerspruch dazu, da� Z

�

ein Modell f

�

ur

TAZ

0�

ist.
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Fall 2: G ist von der Gestalt G

1

_ G

2

_ : : :G

n

(n 2 N ) und es existiert ein

i 2 f1; : : : ; ng, soda� G

i

vom Typ K(x) ist:

G

i

ist dann

�

aquivalent zu �x+ a �

n

b (f

�

ur bestimmte � 2 N , a; b 2 N

0

, n 2 N ,

n � 2); diese Formel ist weiter

�

aquivalent zu einer Formel der Gestalt �x �

n

c

(� 2 N , c 2 N

0

, n 2 N , n � 2), und diese Formel ist (Au

�

osung einer linea-

ren Kongruenz, d.h. einer diophantischen Gleichung) zu einer Formel der Ge-

stalt x �

n

d

�

aquivalent, falls ggT(�; n) j c (bez

�

uglich einer L

�

osung d 2 N

0

von

�x+ ny = c nach x), oder sonst zu 0 = 1.

G

0

i

sei nun diese jeweilige letzte Formel der Umformung von G

i

.

Falls G

0

i

gleich 0 = 1 ist, kann G

i

aus G

1

_G

2

_ : : : _G

n

entfernt werden

und eine Beweisreduktion ist insofern erzielt, als weiter dann nur noch eine

Disjunktion G

0

mit weniger Gliedern als G betrachtet werden und nach den

F

�

allen 1{5 untersucht werden mu�.

Falls G

0

i

von der Gestalt x �

n

d ist, so gilt jedenfalls Z

�

(8x(G

0

i

! 0 < x ) )=F

(da es immer auch negative Zahlen gibt, die einer Kongruenz gen

�

ugen), woarus

wegen der

�

Aquivalenz von G

i

und G

0

i

folgt: Z

�

(8x(G

i

! 0 < x ) )=F. Hieraus

folgt aber Z

�

(8x(G! 0 < x ) )=F und somit Z

�

(8x(G$ 0 < x ) )=F, was

erneut im Widerspruch zu (2.14) und der Annahme, da� Z

�

ein Modell f

�

ur

TAZ

0�

ist, steht.

Fall 3: G ist von der Gestalt G

1

_G

2

_ : : : _G

n

und es existiert ein i 2 f1; : : : ; ng

so, da� G

i

vom Typ K(x) &NGL(x) & : : : &NGL(x) ist:

G

i

ist also zu H & H

0

1

& : : : & H

0

n

�

aquivalent, wobei H von der Gestalt

�x �

n

a ist und die H

i

von der Gestalt :x+ b

i

= 0, :x = b

i

oder 0 = 0 sind

(� 2 N

0

, n 2 N , n � 2, a 2 N , b

i

2 N

0

). Wie im Fall 2 ist H entweder zu einer

Formel der Gestalt x �

m

c (c 2 N

0

, m 2 N , m � 2) oder zu 0 = 1

�

aquivalent.

Im ersten Fall gilt aber jedenfalls

Z

�

�

8x

�

x �

m

c & H

0

1

& : : : & H

0

n

! 0 < x

� �

= F

(da f

�

ur hinreichend gro�e, die Kongruenz erf

�

ullende, negative Zahlen alle ver-

neinten Gleichungen wahr sind), woraus auch Z

�

(8x (G! 0 < x ) )=F und al-

so auch Z

�

(8x (G! 0 < x ) )=F folgt, wegen (2.14) wiederum imWiderspruch

zur Annahme, da� Z

�

ein Modell von TAZ

�0

ist.

Im zweiten Fall (H ist zu 0 = 1

�

aquivalent) kann G

i

aus G gestrichen werden

und es ist dann damit erneut eine Beweisreduktion insofern erzielt worden, als

weiter nur noch eine Disjunktion mit weniger (aus entsprechenden Konjunktio-

nen bestehenden) Gliedern alsG betrachtet und nach den F

�

allen 1{5 untersucht

werden mu�.
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Fall 4: G ist von der Gestalt G

1

_G

2

_ : : : _G

n

und es existiert ein i 2 f1; : : : ; ng

so, da� G

i

vom Typ NGL(x) & : : : &NGL(x) ist.

Hier gilt erneut Z

�

(8x (G! 0 < x ) )=F (da mit endlich vielen Ungleichungen

nicht alle negativen Zahlen ausgeschlossen werden k

�

onnen) und es kann wie in

den vorigen F

�

allen einen Widerspruch zur Annahme geschlossen werden.

Fall 5: G ist von der Gestalt G

1

_G

2

_ : : : _G

n

und alleG

i

sind vom TypGL(x):

Gleichungen �x+ a = b (� 2 N , a;b variablenfreie Terme) k

�

onnen durch Um-

formungen auf eine der Formen x+ c = 0, x = c oder 0 = 1 gebracht werden

(c 2 N

0

). Nun ist G also selbst entweder mit 0 = 1

�

aquivalent oder zu einer

Formel der Gestalt

x+ a

1

= 0 _ x+ a

2

= 0 _ : : : _ x+ a

m

= 0

_ x = a

0

1

_ x = a

0

2

_ : : : _ x = a

0

m

0

;

(wobei a

1

; : : : ; a

m

; a

0

1

; : : : ; a

0

m

0

2 N

0

). Im ersten Fall kann auf Fall 1 verwiesen

werden. Im zweiten Fall gilt aber jedenfalls Z

�

(8x ( 0 < x! G ) )=F (da mit

endlich vielen Gleichungen nicht alle positiven Zahlen erfa�bar sind), woraus

wie in den vorigen F

�

allen sofort ein Widerspruch zur Annahme entsteht.

Es ist hiermit insgesamt also gezeigt worden, da� die obige Annahme

�

uber die de�ni-

torische Erweiterung TAZ

0�

von TAZ

0

, Z

�

als Modell zu besitzen, verworfen werden

mu�.

Hiermit ist nun aber der letzte f

�

ur den Gesamtbeweis des Satzes noch n

�

otige Be-

weisschritt abgeschlossen worden.

Die Aussage von Satz 2.1.8 bleibt allerdings in dem Fall nicht mehr erhalten,

wenn statt TAZ bzw. Th(hZ; 0; 1;+i) die umfassendere, jedoch unentscheidbare Theorie

V ZZ := Th(hZ; 0; 1;+; :i) betrachtet wird, deren Sprache also noch zus

�

atzlich das Multi-

plikationssymbol : enth

�

alt. Denn das Ordnungssymbol< ist in einer de�nitorischen Erwei-

terung von V ZZ (und eigentlich auch schon in einer von Th(hZ; +; :i)) de�nierbar: Und

zwar kann dies

12

unter Verwendung des Satzes von Lagrange (: Jede nat

�

urliche Zahl l

�

a�t

sich als Summe von 4 Quadratzahlen darstellen, d.h. als Summe von 4 Quadraten ganzer

Zahlen (oder Quadraten von Zahlen aus N

0

).) in einer de�nitorischen Erweiterung von

Th(hZ; +; :i) um das einstellige Pr

�

adikat nn (\natural number") vermittels

nn(x) $ :x = 0 & 9 y 9 z 9 y

0

9 z

0

(x = y:y + z:z + y

0

:y

0

+ z

0

:z

0

) ;

12

(worauf [Shoe67] hinweist)
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und dann um < mittels

x < y $ 9 z(nn(x) & x+ z = y )

erfolgen.
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2.2 Die Presburger Arithmetik ganzer Zahlen PreAZ

In einem Anhang zu seiner Arbeit [Pre29],

"

�

Uber die Vollst

�

andigkeit eines gewissen Sy-

stems der Arithmetik ganzer Zahlen, in dem : : : \, teilte M. Presburger mit:

"

Das Ergebnis der Vollst

�

andigkeit l

�

a�t sich erweitern auf die Arithmetik ganzer

Zahlen, die auf den primitiven Begri�en

"

0\,

"

1\,

"

+\,

"

>\ gebaut ist.\

13

Bei der f

�

ur dieses System im folgenden betrachteten Entsprechung handelt es sich um

die|hier so bezeichnete|Theorie PreAZ (

"

Presburger Arithmetik ganzer Zahlen\), die

eine Erweiterung von TAZ um die zus

�

atzliche Verwendung des Ordnungssymbols < dar-

stellt. Allerdings mu� es sich bei dieser Erweiterung von TAZ zu PreAZ um eine nicht-

de�nitorische Einf

�

uhrung von <

14

handeln, damit PreAZ eine Axiomatisierung von

Th(hZ; 0; 1;+; <i) sein kann (vgl. Satz 2.1.8).

De�nition 2.2.1. Die Theorien PreAZ, PreAZ

0

.

(i) Sei L

PreAZ

eine (Sprache einer Theorie 1. Ordnung und eine) Erweiterung von

L

TAZ

um das 2-stellige Pr

�

adikatssymbol <. Dann ist PreAZ jene Theorie mit Spra-

che L

PreAZ

, die als nichtlogische Axiome genau die im folgenden mit PreAZ.1.,

PreAZ.2., : : : , PreAZ.9., sowie weiters noch alle aus dem Axiomenschema PreAZ.S.

stammenden Formeln besitzt:

PreAZ.1. x+ (y + z) = (x+ y) + z

PreAZ.2. x+ 0 = x

PreAZ.3. 9 y (x+ y = 0 )

PreAZ.4. x+ y = y + x

PreAZ.5. : (x < x )

PreAZ.6. x < y ! y < z ! x < z

PreAZ.7. x < y _ x = y _ y < x

PreAZ.8. x < y ! x+ z < y + z

PreAZ.9. x < y + 1 $ x = y _ x < y

PreAZ.S.

�

9 y

�

n y = x _ ny + 1 = x _ : : : _ ny + n�1 = x

� 	

n2N; n�2

:

13

(Vgl. [Pre29], S. 395)

14

Da� hier im Unterschied zu [Pre29] eine Erweiterung um die Einf

�

uhrung von < anstatt von > betrach-

tet wird, f

�

uhrt nat

�

urlich nur auf eine geringf

�

ugig syntaktisch und symbolisch anders organisierte Theorie,

weil ja > sofort aus < vermittels x > y $ y < x de�niert werden kann. Die

"

Ausdrucksst

�

arken\ der be-

trachteten Erweiterungen von TAZ um < bzw. um > unterscheiden sich also nicht; die Einf

�

uhrung von

Ordnungssymbolen geschieht heute

�

ublicherweise eher f

�

ur < bzw. f

�

ur �.
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(Wie schon bei der De�nition von TAZ sind auch hier abk

�

urzende Schreibweisen

verwendet worden, die in De�nition 2.1.1 erkl

�

art sind: Mengenklammern zur Dar-

stellung des Axiomenschemas PreAZ.S., Weglassung der Klammerung bzgl. +, Er-

setzung von n-fach-Termen bzgl. der Addition durch kompakter geschriebene, jedoch

immer als genau de�nierte Ausdr

�

ucke zu verstehende Terme von PreAZ.)

(ii) PreAZ

0

sei die de�nitorische Erweiterung von PreAZ um die Einf

�

uhrung der 2-stel-

ligen Kongruenzsymbole der Familie f�

n

g

n2N; n�2

vermittels des Schemas D.KON.S.

von de�nierenden Axiomen (vgl. De�nition 2.1.4).

PreAZ ist eine Erweiterung von TAZ um Axiome, die eine lineare Ordnung be-

schreiben (d.h., die es m

�

oglich machen, da� eine solche Ordnung � aus < mittels

x � y $ x = y _ x < y de�niert werden kann), es sind dies PreAZ.5., PreAZ.6., PreAZ.7.,

sowie um ein Axiom PreAZ.8., das eine Eigenschaft der Vertr

�

aglichkeit von + mit < be-

schreibt, und um das Axiom PreAZ.9., das wesentlich die Eigenschaft der Diskretheit der

aus < de�nierbaren Ordnung � enth

�

alt (d.h. genau etwa das, was noch fehlt, wenn man

zu den bisherigen Axiomen f

�

ur PreAZ noch die Axiome der Diskretheit einer Ordnung

� (mit eindeutig bestimmten Vorg

�

anger- und eindeutig bestimmter Nachfolgereigenschaft

bzgl. hier:

"

Nachfolger\ entspricht

"

Addition + 1\) hinzunimmt).

PreAZ.S. steht hier wieder f

�

ur die M

�

oglichkeit von Kongruenzenbildung und k

�

onnte in

der Erweiterung PreAZ

0

von PreAZ auch als Schema der Gestalt

�

x �

n

0 _ x �

n

1 _ : : : _ x �

n

n�1

	

n2N; n�2

betrachtet werden. PreAZ.S.(=TAZ.S2.) ist nicht von den

�

ubrigen Axiomen von PreAZ

abh

�

angig (vgl. [KrKr72], S. 57) und kann dort daher nicht wie die Schemata TAZ.S1.

und TAZ.S3., die das schon sind (was leicht beweisbar ist), in der De�nition von PreAZ

unber

�

ucksichtigt bleiben.

Eine von PreAZ etwas verschiedene Art, die Presburger Arithmetik ganzer Zahlen

(und damit ist gemeint: eine Theorie der Addition ganzer Zahlen mit Ordnungssymbol)

zu axiomatisieren, geschieht in [KrKr72]. Dort wird f

�

ur die Axiomatisierung einer (hier

so bezeichneten) Theorie PreAZ

KrKr

neben den nichtlogischen Symbolen 0; 1;+ noch das

einstellige Funktionssymbol � (

"

minus\) und als Ordnungssymbol das einstellige Relati-

onssymbol >0 (

"

gr

�

o�er als 0\) verwendet; zus

�

atzlich zu diesen Symbolen werden in der

Axiomatisierung von PreAZ

KrKr

noch einstellige Pr

�

adikatssymbole nj (

"

n teilt : : : \) (f

�

ur

n 2 N , n � 2) verwendet. Diese Symbole

�

ubernehmen in PreAZ

KrKr

(im Verein mit +

und �) die Rolle der Kongruenzsymbole �

n

(n 2 N , n � 2) in PreAZ

0

. Dabei werden

diese Symbole nj in [KrKr72] nicht (wie in PreAZ

0

) erst de�nitorisch

�

uber einer Grund-

theorie eingef

�

uhrt (was (wie auch f

�

ur das Symbol �) m

�

oglich w

�

are), sondern sind dann in

der de�nierten Theorie sofort verf

�

ugbar (d.h. die de�nitorischen Erweiterungen einer zu-
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grundeliegenden Theorie, die nicht mehr de�nitorische Erweiterung einer weniger Symbole

enthaltenden Theorie ist, sind in der vorgestellten Theorie PreAZ

KrKr

schon beinhaltet).

De�nition 2.2.2. Die Theorie PreAZ

KrKr

.

Sei L

PreAZ

KrKr

eine Sprache einer Theorie 1. Ordnung, die als nichtlogische Symbole

enth

�

alt: Die Konstantensymbole 0,1, das einstellige Funktionssymbol + und die einstelligen

Relationssymbole >0 und nj (f

�

ur alle n 2 N , n � 2). Dann ist PreAZ

KrKr

jene Theo-

rie, die als Axiome alle im folgenden mit PreAZ

KrKr

.1., : : : , PreAZ

KrKr

.8. bezeichneten,

sowie weiters noch alle einem der Axiomenschemata PreAZ

KrKr

.S1. oder PreAZ

KrKr

.S2.

angeh

�

orenden Formeln besitzt:

PreAZ

KrKr

.1. x+ (y + z) = (x+ y) + z

PreAZ

KrKr

.2. x+ y = y + x

PreAZ

KrKr

.3. x+ 0 = x

PreAZ

KrKr

.4. x+ (�x) = 0

PreAZ

KrKr

.5. x>0 ! y >0 ! x+ y >0

PreAZ

KrKr

.6. : (x>0 & � x>0 )

PreAZ

KrKr

.7. x = 0 _ x>0 _ �x>0

PreAZ

KrKr

.8. x>0 $ x = 1 _ x+ (�1)>0

PreAZ

KrKr

.S1.

�

njx $ 9 y (x = n y )

	

n2N; n�2

PreAZ

KrKr

.S2.

�

njx _ njx+ 1 _ : : : _ njx+ n�1

	

n2N; n�2

:

(F

�

ur die Darstellung von PreAZ

KrKr

.S1. und PreAZ

KrKr

.S2. wurden wieder abk

�

urzende

Schreibweisen aus De�nition 2.1.1 verwendet.)

PreAZ

KrKr

.1., : : : , PreAZ

KrKr

.4. beschreiben erneut die Struktur einer kommutati-

ven Gruppe, PreAZ

KrKr

.5., : : : , PreAZ

KrKr

.8. de�nieren nun implizit eine erneut diskrete

(: das ist wesentlich in PreAZ

KrKr

.8. formuliert) lineare Ordnung, die mit + vertr

�

aglich

ist (PreAZ

KrKr

.5.). Die beiden Axiomenschemata in PreAZ

KrKr

erm

�

oglichen die Kongru-

enzenbildung (in der hier m

�

oglichen formalen Ausgestaltung) (PreAZ

KrKr

.S2.) und die

Verwendung der Teilbarkeitssymbole nj (PreAZ

KrKr

.S1.).

Insgesamt scheint die Axiomatisierung von PreAZ etwas durchsichtiger zu sein, die

Struktur von Th(hZ; 0; 1;+; <i) wird dadurch vielleicht deutlicher aufgehellt. Es sollte

hier aber klar gemacht werden, da� PreAZ nicht die einzige m

�

ogliche Axiomatisierung

ist, sondern andere b

�

undige M

�

oglichkeiten durchaus ebenso existieren.

PreAZ und PreAZ

KrKr

sind nun in dem Sinn verschiedene, aber gleichwertige Wege

der Axiomatisierung der Presburger Arithmetik ganzer Zahlen, als von den beiden Theo-

rien auf einfache Weise zu zwei de�nitorischen Erweiterungen

�

ubergegangen werden kann,
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die als Theorien

�

aquivalent sind. Zwei Theorien mit dieser Eigenschaft werden von [Shoe67]

als

"

schwach

�

aquivalent\ bezeichnet.

De�nition 2.2.3. Schwache

�

Aquivalenz von Theorien.

Seien T

1

und T

2

zwei Theorien. T

1

und T

2

hei�en schwach

�

aquivalent, wenn es

de�nitorische Erweiterungen T

0

1

und T

0

2

von T

1

bzw. von T

2

gibt, die

�

aquivalent sind.

Satz 2.2.4. PreAZ und PreAZ

KrKr

sind schwach

�

aquivalent.

Beweisskizze. Man erweitert PreAZ de�nitorisch zu PreAZ

0

und weiter durch die de-

�nitorische Einf

�

uhrung von � vermittels y = �x$ y + x = 0 und von >0 vermittels

x>0 $ x > 0 und um die Familie

�

nj

	

n2N; n�2

mit Hilfe von

�

njx$ x �

n

0

	

n2N; n�2

zur Theorie PreAZ

00

; andererseits erweitert man PreAZ

KrKr

um die Einf

�

uhrung

von < durch x < y $ y + (�x)>0 und von

�

�

n

	

n2N; n�2

vermittels des Schemas

�

x �

n

y $ nj (x

1

+ (�x

2

) )

	

n2N; n�2

von de�nierenden Axiomen zur Theorie PreAZ

KrKr

1

.

Schlie�lich zeigt man, da� alle Axiome von PreAZ

KrKr

1

in PreAZ

00

beweisbar sind und alle

Axiome von PreAZ

00

in PreAZ

KrKr

1

(das ist m

�

uhsam, birgt aber keine grunds

�

atzlichen

Schwierigkeiten). Daraus folgt die

�

Aquivalenz von PreAZ

00

und von PreAZ

KrKr

1

. }

Satz 2.2.5. PreAZ

0

l

�

a�t die QE auf eine e�ektive Weise zu. Alle variablenfreien Formeln

von PreAZ

0

sind entscheidbar. PreAZ ist vollst

�

andig und entscheidbar.

Beweisskizze. Wie im Beweis zu Satz 2.1.6 anhand von TAZ

0

nachgewiesen, so folgen auch

hier die Vollst

�

andigkeit und die Entscheidbarkeit von PreAZ dann unmittelbar, wenn ein

e�ektives QE-Verfahren f

�

ur PreAZ

0

angegeben werden kann und au�erdem nachgewiesen

wird, da� alle variablenfreien Formeln von PreAZ

0

entscheidbar sind.

Der Nachweis davon, da� in PreAZ

0

alle variablenfreien Formeln entscheidbar sind,

erfordert

�

uber den f

�

ur TAZ

0

diesbez

�

uglich schon erfolgten Beweis in Satz 2.1.6 hinaus

lediglich noch die Einsicht in die Richtigkeit von `

PreAZ

0

a < b f

�

ur a; b 2 N

0

, a < b,

sowie von `

PreAZ

0

: a < b f

�

ur a; b 2 N

0

, b � a, und in die Tatsache, da� PreAZ wirklich

Erweiterung von TAZ ist (da� also die in der Axiomatisierung von PreAZ gegen

�

uber der

von TAZ fehlenden Schemata TAZ.S1. und TAZ.S3. in PreAZ beweisbar sind). { Diese

Aussagen sind aber schnell zu

�

uberpr

�

ufen (ein ausf

�

uhrlicher Nachweis unterbleibt hier).

Bez

�

uglich eines e�ektiven Quantoreneliminationsverfahrens f

�

ur PreAZ

0

sei hier auf

[BoJe74] verwiesen. Das dort vorgestellte Verfahren ist nicht so sehr eine direkte Erweite-

rung des urspr

�

unglich von Presburger vorgestellten Verfahrens f

�

ur TAZ

0 15

(das hier im

15

Als eine direkte Erweiterung des urspr

�

unglichen Presburgerschen Beweises ist am ehesten ein in

[HiBe68] f

�

ur eine Theorie, die der in Abschnitt 3 behandelten Theorie PreAN

0

entspricht, dargestell-

tes Verfahren zu betrachten. Dieses k

�

onnte auf einfache Weise auch zu einem f

�

ur PreAZ

0

anwendbaren

umgebildet werden.



94 KAPITEL 2. PRESBURGER ARITHMETIK

wesentlichen im Beweis zu Lemma 2.1.5 beschrieben worden ist), als vielmehr eine elegant

dargestellte Variante eines erweiterten und verbesserten Verfahrens.

Allerdings wird in [BoJe74] nicht eine PreAZ

0

unmittelbar entsprechende Theorie

(mit den nichtlogischen Symbolen 0, 1, +, <, �

2

, �

3

, : : : ) betrachtet, sondern eine

schwach

�

aquivalente Theorie dazu, die als nichtlogische Symbole neben 0, 1 und + noch

das einstellige Funktionssymbol � (

"

minus\) und die einstelligen Pr

�

adikatssymbole D

m

(

"

m teilt : : : \) (m 2 N , m � 2) besitzt.

Um nun von dem in [BoJe74] f

�

ur eine Theorie der Addition ganzer Zahlen mit diesen

nichtlogischen Symbolen dargestellten QE-Verfahren zu einem f

�

ur PreAZ

0

zu gelangen,

sind zwei Wege m

�

oglich: (1) Entweder man

�

uberzeugt sich (was leicht m

�

oglich ist), da�

das in [BoJe74] beschriebene Verfahren direkt umgebildet werden kann zu einem, das

auf Formeln von PreAZ

0

operiert und in diesen zur Quantorenelimination f

�

uhrt, oder

(2) man betrachtet eine de�nitorische Erweiterung PreAZ

0�

von PreAZ

0

um die de�nito-

rische Einf

�

uhrung von � vermittels y = �x$ x+ y = 0 und von

�

D

m

	

m2N; m�2

vermit-

tels

�

D

m

x$ x �

m

0

	

m2N; m�2

, und gelangt dann f

�

ur eine Formel A von PreAZ

0

auf

folgende Weise zu einer

�

aquivalenten o�enen Formel B: (a) Man bildet A so zu A

�

um,

da� man in A alle Terme a �

n

b (n 2 N , n � 2) durch D

n

(b+ (�a)) ersetzt; dann gilt

`

PreAZ

0�

A$ A

�

; (b) dann wendet man auf A

�

das in [BoJe74] beschriebene QE-Verfah-

ren an und gelangt damit schlie�lich zu einer o�enen Formel B

�

mit `

PreAZ

0�

A

�

$ B

�

;

(c) man ersetzt in B

�

auftretende atomare Formeln, die das Symbol � oder Symbole D

m

enthalten, wieder durch

�

aquivalente atomare Formeln, die h

�

ochstens +, 0, 1 und Symbole

�

n

(n 2 N , n � 2) enthalten (das ist immer m

�

oglich und wird noch dadurch vereinfacht,

da� die durch die Quantorenelimination neu entstehenden Kongruenzformeln dieses Ver-

fahrens immer von der einfachen GestaltD

m

�

(a+ i)� j

�

sind, die sofort durch a+ i �

m

j

ersetzt werden k

�

onnen) und gelangt damit zu einer o�enen Formel B. { Insgesamt wur-

de dann eine o�ene Formel B mit `

PreAZ

0�

A$ B e�ektiv gefunden und es gilt dann

auch `

PreAZ

0

A$ B, da PreAZ

0�

de�nitorische (und also konservative) Erweiterung von

PreAZ

0

ist.

Der letzte Schritt in einem (wie oben in (1) angedeutet) umgebildeten Verfahren f

�

ur

PreAZ

0

besteht im allgemeinsten Fall aus der Elimination des 9-Quantors bez

�

uglich einer

Variablen x in einer Formel der Gestalt

9x

�

x �

m

i & a < �x+ b & �

0

x+ b

0

< a

0

�

; (2.15)

wobei m 2 N , m � 2, i 2 N

0

, i < m, �; �

0

2 N , a;b;a

0

;b

0

Terme ohne x.

Die daf

�

ur n

�

otigen Umformungen sollen hier exemplarisch dargestellt werden, auch, weil

dieser Schritt in einer noch etwas weiter abge

�

anderten Form in Abschnitt 3 f

�

ur die Theorie

PreAN

0

n

�

otig sein wird.

Von (2.15) ausgehend ergibt eine erste

�

aquivalente Umformung

9x

�

��

0

x �

��

0

m

��

0

i & �

0

a < ��

0

x+ �

0

b & ��

0

x+ �b

0

< � a

0

�

:
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Daraus ergeben sich

�

aquivalent in der Folge

9x

�

x �

��

0

m

��

0

i & �

0

a < x+ �

0

b & x+ �b

0

< �a

0

�

und

9x

�

x �

��

0

m

��

0

i

& �

0

a+ �b

0

< x+ �

0

b+ �b

0

& x+ �b

0

+ �

0

b < �a

0

+ �

0

b

�
(2.16)

(2.16) ist nun aber von der Gestalt

9x

�

x �

~m

j & d < x+ c & x+ c < d

0

�

;

wobei ~m 2 N , ~m � 2, j 2 N

0

j < ~m, c;d;d

0

Terme ohne x. Es folgt nun

�

aquivalent

9x

�

x �

~m

j + c & d < x & x < d

0

�

; (2.17)

(2.17) ist nun aber

�

aquivalent zur quantorenfreien Formel

d+ 1 �

~m

j + c & d+ 1 < d

0

_ d+ 2 �

~m

j + c & d+ 2 < d

0

_ : : :

: : : _ d+ ~m �

~m

j + c & d+ ~m < d

0

:

Weiters mu� betont werden, da� ausf

�

uhrlich

�

uberpr

�

uft werden kann, da� f

�

ur

das (wie oben in (1) vorgeschlagene) bez

�

uglich Formeln von PreAZ

0

abge

�

ander-

te Verfahren von [BoJe74] dessen einzelne Umformungsschritte wirklich Ersetzungs-

bzw.

�

Uberf

�

uhrungsschritte

16

f

�

ur Formeln von PreAZ

0

sind. Eine solche ausf

�

uhrli-

che

�

Uberpr

�

ufung der Beweisbarkeit dieser Schritte in PreAZ

0

ist n

�

otig, um die

Aussage von Satz 2.2.5 im selben Ausma� f

�

ur PreAZ

0

bzw. PreAZ wie f

�

ur

Th(hZ; 0; 1;+; <;�

2

;�

3

; : : : i) bzw. Th(hZ; 0; 1;+; <i) nachzuweisen

17

(denn die G

�

ultig-

keit der Umformungsschritte

�

uber Z ist meistens ganz o�ensichtlich).

Es ist nat

�

urlich auch m

�

oglich, das in [KrKr72] f

�

ur PreAZ

KrKr

angegebene QE-Verfah-

ren (und sogar auch das in [HiBe68] f

�

ur die im n

�

achsten Kapitel behandelten Theorien der

Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen) zur Quantorenelimination in und zur Entschei-

dung von Formeln von PreAZ

0

auf

�

ahnliche Weise (und d.h.

�

uber die oben angedeuteten

zwei Wege entweder des Umbaus des Verfahrens oder der Verwendung des Verfahrens

zuz

�

uglich Hin- und R

�

uck

�

ubersetzung von Formeln) nutzbar zu machen. Alle diese Verfah-

ren unterscheiden sich methodisch nicht grundlegend. }

16

[HiBe68] sprechen in diesem Zusammenhang von der (

�

aquivalenten)

"

�

Uberf

�

uhrbarkeit\ von Formeln.

17

Eine solche ausf

�

uhrliche

�

Uberpr

�

ufung ist letztlich die wesentliche St

�

utze daf

�

ur, da� PreAZ wirklich

eine vollst

�

andige Axiomatisierung von Th(hZ; 0; 1;+;<i) ist und lag der De�nition und Darstellung von

PreAZ hier nat

�

urlich zugrunde.
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Es gibt dennoch auch noch andere M

�

oglichkeiten zur Entscheidung von PreAZ

0

,

z.B. benutzten [FeRa73] ein Quantoreneliminationsverfahren von [Coo72] f

�

ur die der

Theorie PreAZ

0

(im Lichte von Satz 2.2.5) entsprechende, d.h. dazu

�

aquivalente Theo-

rie Th(hZ; 0; 1;+; <;�

2

;�

3

; : : : i) und eine Komplexit

�

atsanalyse dieses Verfahrens durch

D. Oppen in [Opp73] zur Konstruktion eines Ehrenfeucht-game-Entscheidungsverfahrens.

Eine Darstellung dieses Verfahrens �ndet sich in [FeRa79]. Dieses bildet die Grundlage

f

�

ur eine deterministische obere Rechenzeitschranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von

PreAZ (vgl. Abschnitt 6), die von J. Ferrante und Ch. Racko� schon in [FeRa73] vorge-

stellt wurde.

Im Zusammenhang mit dem oben erw

�

ahnte QE-Verfahren f

�

ur PreAZ

0

und f

�

ur ver-

wandte Theorien sei noch erw

�

ahnt, da� [KrKr72] darauf aufmerksam machen, da� eine

Theorie, die aus der Weglassung des Schemas PreAZ

KrKr

.S2. aus PreAZ

KrKr

als Theo-

rie mit derselben Sprache entsteht, die QE nicht mehr zul

�

a�t. Diese Aussage tri�t auch

auf eine aus PreAZ

0

durch Weglassung von PreAZ.S. entstehende Theorie mit gleicher

Sprache wie PreAZ

0

zu. Und zwar l

�

a�t sich das unter Verwendung einer Argumentation

wie bei Weg (2) der Quantorenelimination f

�

ur PreAZ

0

im Beweis zu Satz 2.2.5 einse-

hen, wenn man beachtet, da� die beiden durch Weglassung der Kongruenzenschemata aus

PreAZ

KrKr

bzw. aus PreAZ

0

entstehenden Theorien immer noch schwach

�

aquivalent sind.
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2.3 Die Presburger Arithmetik ganzer Zahlen PreAN

Der dritte Typ von Theorien der Additionsarithmetik, der oft auch ebenso wie die

in Abschnitt 2 behandelten Theorien unterschiedslos als

"

Presburger Arithmetik\ be-

zeichnet wird, besteht aus einer Gruppe von Theorien der Arithmetik nat

�

urlicher

Zahlen. Dabei handelt es sich hier|wie schon im Fall von PreAZ, PreAZ

0

und

z.B von Th(hZ; 0; 1;+; <i)|um unterschiedlich de�nierte Theorien, jedoch|wie sich

herausstellt|umTheorien von gleicher Aussagekraft (womit gemeint ist, da� diese sich im-

mer durch einfache de�nitorische Erweiterungen zu Theorien erweitern lassen, die schlie�-

lich als

�

aquivalent erkannt werden k

�

onnen).

Dem unscharfen Sprachgebrauch in der Verwendung der Bezeichnung

"

Presburger

Arithmetik\ sowohl f

�

ur Theorien der Addition ganzer Zahlen als auch f

�

ur Theorien der

Addition nat

�

urlicher Zahlen kann schlie�lich wieder eine bestimmte Berechtigung zuge-

sprochen werden (weil wirklich eine nahe Verwandtschaft zwischen diesen beiden Gruppen

von Theorien herstellbar ist, vgl. Abschnitt 4). F

�

ur eine genaue Behandlung der formal-

axiomatischen Unterscheidung und der herzustellenden Beziehung ist es jedoch n

�

otig, beide

Gruppen von Theorien formal getrennt betrachten zu k

�

onnen.

Das Vollst

�

andigkeits- und Entscheidbarkeitsresultat von Presburger wird sich auch auf

die hier betrachteten Theorien

�

ubertragen lassen, soda� die Berechtigung der namentli-

chen Bezeichnung

"

Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen\ daraufhin eingesehen wird

k

�

onnen.

Die Axiomatisierung der hier im folgenden nun zuerst betrachteten Theorie PreAN

erfolgte in der Bem

�

uhung, die Axiomatisierung von PreAZ m

�

oglichst direkt zu einer

Axiomatisierung der Additionsarithmetik nat

�

urlicher Zahlen umzubilden.
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De�nition 2.3.1. Die Theorien PreAN , PreAN

0

.

(i) PreAN sei jene Theorie 1. Ordnung, deren Sprache L

PreAN

gleich der Sprache

L

PreAZ

von PreAZ ist (und welche somit genau die Symbole 0, 1, +, < als nichtlogi-

sche Symbole enth

�

alt) und die als nichtlogische Axiome genau die Axiome PreAN.1.,

PreAN.2., : : : , PreAN.10. besitzt, sowie zus

�

atzlich noch alle jene Formeln, die dem

Schema PreAN.S. angeh

�

oren, wobei:

PreAN.1. x+ (y + z) = (x+ y) + z

PreAN.2. x+ 0 = x

PreAN.3. x+ y = y + x

PreAN.4. 9 z (x+ z = y _ x = y + z )

PreAN.5. : (x < x )

PreAN.6. x < y ! y < z ! x < z

PreAN.7. x < y _ x = y _ y < x

PreAN.8. 0 = x _ 0 < x

PreAN.9. x < y + 1 $ x = y _ x < y

PreAN.10. x < y ! x+ z < y + z

PreAN.S.

�

9 y

�

x = n y _ x = ny + 1 _ : : : _ x = n y + n�1

� 	

n2N; n�2

:

(F

�

ur die in PreAN.S. dabei verwendeten abk

�

urzenden Schreibweisen vgl. erneut De-

�nition 2.1.1.)

(ii) PreAN

0

sei die de�nitorische Erweiterung von PreAN um die Einf

�

uhrung der

2-stelligen Pr

�

adikatssymbole �

N

n

(n 2 N , n � 2) der Familie

�

�

N

n

	

n2N; n�2

von

Kongruenzsymbolen mittels des Schemas D.KON.N.S. von de�nierenden Axiomen,

wobei:

D.KON.N.S.

�

x �

N

n

y $ 9 z

�

x = y + n z _ x+ nz = y

� 	

n2N; n�2

:

Wie bereits erw

�

ahnt, wurde die Axiomatisierung von PreAN v.a. im Hinblick dar-

auf gew

�

ahlt, schon dadurch und darin die nahe Verwandtschaft von PreAN mit PreAZ

deutlich zu machen.

Es handelt sich bei PreAN also nicht mehr wie bei PreAZ um die Axiomatisierung

einer kommutativen Gruppe, sondern nur noch um die eines kommutativen Monoids, in

welchem aber auf die durch PreAN.4. beschriebene Weise immerhin noch Di�erenzenbil-

dungen zwischen Elementen m

�

oglich sind.
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Dieses Axiom PreAN.4. ist allerdings stark mit den Ordnungsaxiomen verkn

�

upft, auf

pr

�

azisierte Weise etwa in dem Sinn, da� eine Theorie, die aus PreAN durch Weglassung

von PreAN.4. und PreAN.10, jedoch durch gleichzeitige Hinzunahme eines neuen Axioms

x < y $ 9 z (: z = 0 & y = x+ z ) entsteht, zu PreAN

�

aquivalent ist.

PreAN.5., PreAN.6. und PreAN.7. beschreiben wieder den Charakter von <, eine linea-

re Ordnung � zu bestimmen, PreAN.9. wieder die Diskretheit der Ordnung < bez

�

uglich

der arithmetischen Vorg

�

anger- und Nachfolgereigenschaft zwischen nat

�

urlichen Zahlen und

PreAN.10. fordert erneut die Vertr

�

aglichkeit der Addition + mit der durch < induzierten

Ordnung.

Hinzu tritt hier aber PreAN.8., das die Konstante 0 als das kleinste Element einer durch

< bestimmten Ordnung � festsetzt. Die die Ordnung betre�enden Axiome in PreAN for-

dern also jedenfalls (w

�

urde von < zu � de�nitorisch

�

ubergegangen) eine lineare, diskrete,

mit + vertr

�

agliche Ordnung �, die ein kleinstes Element (n

�

amlich 0) besitzt.

In ihren nichtlogischen Axiomen unterscheidet sich die Theorie PreAN also genau in

PreAN.4., das eine Abschw

�

achung von PreAZ.3. darstellt und in PreAN.8., dem kein nicht-

logisches Axiom von PreAZ entspricht; alle anderen nichtlogischen Axiome von PreAN

sind auch Axiome von PreAZ.

In der De�nition dieser Theorie h

�

atte auch der Weg beschritten werden k

�

onnen, die

Ordnungssymbole s

�

amtlich aus allen Axiomen zu eliminieren (mit Hilfe der schon erw

�

ahn-

ten, in PreAN beweisbaren Formel x < y $ 9 z (: z = 0 & y = x+ z )) und die Axioma-

tisierung lediglich auf Formeln zu st

�

utzen, in denen als nichtlogische Symbole nur 0, 1

und + vorkommen (woraus dann durch die de�nitorische Einf

�

uhrung von < erneut ver-

mittels x < y $ : : : sofort wieder eine zu PreAN

�

aquivalente Theorie entst

�

unde). Diese

�

Uberlegung f

�

uhrt auf die im folgenden de�nierte Theorie PreAN

1

.

De�nition 2.3.2. Die Theorien PreAN

0

, PreAN

1

.

(i) Sei L

PreAN

1

die Sprache einer Theorie 1. Ordnung, die als nichtlogische Symbole

lediglich 0, 1 und + enth

�

alt; dann ist PreAN

1

jene Theorie, die als nichtlogische

Axiome genau besitzt:
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PreAN

1

.1. x+ (y + z) = (x+ y) + z

PreAN

1

.2. x+ 0 = x

PreAN

1

.3. x+ y = y + x

PreAN

1

.4. 9 z (x+ z = y _ x = y + z )

PreAN

1

.5. x+ z = y + z ! x = y

PreAN

1

.6. x+ y = 0! x = 0

PreAN

1

.7. :x+ 1 = 0

PreAN

1

.8. :x = 0! 9 y (x = y + 1 )

PreAN

1

.S.

�

9 y

�

x = n y _ x = n y + 1 _ : : : _ x = ny + n�1

� 	

n2N; n�2

:

(ii) L

PreAN

0

sei die Sprache einer Theorie erster Ordnung, die nur das 2-stellige Funk-

tionssymbol + besitzt, A sei die Formel 8x (x+ z = x ), B sei die Formel

A! :w = z & 8x

�

:x = z ! 9 y

0

(x = y

0

+ w )

�

:

Dann ist PreAN

0

jene Theorie mit Sprache L

PreAN

0

, die als nichtlogische Axiome

die im folgenden aufgef

�

uhrten Formeln PreAN

0

.1., : : : , PreAN

0

.8., sowie weiters

noch alle Formeln, die dem nachstehenden Schema PreAN

0

.S. angeh

�

oren, besitzt:

PreAN

0

.1. x+ (y + z) = (x+ y) + z

PreAN

0

.2. 9 zA

PreAN

0

.3. x+ y = y + x

PreAN

0

.4. 9z (x+ z = y _ x = y + z )

PreAN

0

.5. x+ z = y + z ! x = y

PreAN

0

.6. A! x+ y = z ! x = z

PreAN

0

.7. A! B! :x+ w = z

PreAN

0

.8. 9wB

PreAN

0

.S.

�

B! 9y

�

x = n y _ x = ny + w _ : : :

: : : _ x = ny + n�1w

� 	

n2N; n�2

:

(Bei der Darstellung von PreAN

1

.S. und PreAN

0

.S. wurden wieder abk

�

urzende Schreib-

weisen aus De�nition 2.1.1 verwendet.)

PreAN

0

entsteht aus PreAN

1

dadurch, da� noch die Konstanten 0 und 1 entfernt

werden unter Zuhilfenahme der sie in PreAN

1

eindeutig charakterisierenden Formeln A
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und B

18

;

"

entfernt werden\ jedoch in dem Sinn, da� die entstehende Theorie PreAN

0

noch die gleiche Aussagest

�

arke wie PreAN

1

(und dann wie PreAN) besitzt: PreAN

0

kann

durch eine de�nitorische Erweiterung um die Einf

�

uhrung von 0 vermittels y = 0$ A

z

[y]

und der darau�olgenden de�nitorischen Erweiterung um die Einf

�

uhrung von 1 vermittels

y = 1$ B

z;w

[0; y] n

�

amlich wieder zu einer zu PreAN

1

�

aquivalenten Theorie erweitert

werden

19

.

PreAN

0

ist hier deshalb noch ausdr

�

ucklich eingef

�

uhrt und de�niert worden (obwohl die

daf

�

ur verwendete formale Axiomatisierung wie schon im Fall von PreAN

1

die grundlegen-

den Begri�e, auf die diese Theorien gebaut sind, eher verschleiert, jedenfalls im Vergleich

zu und mit PreAN), weil oftmals auch eine semantisch de�nierte Entsprechung f

�

ur diese

Theorie (n

�

amlich Th(hN

0

; +i)) mit der Bezeichnung

"

Presburger Arithmetik\ identi�ziert

wird und dargelegt werden wollte, da� dennoch eine leicht zug

�

angliche Axiomatisierung

dieser Theorie angegeben werden kann.

Satz 2.3.3. PreAN

0

l

�

a�t die QE auf eine e�ektive Weise zu. Alle variablenfreien Formeln

von PreAN

0

sind entscheidbar. PreAN

0

ist vollst

�

andig und entscheidbar.

Beweisskizze. Vollst

�

andigkeit und Entscheidbarkeit von PreAN folgen wieder aus der Exi-

stenz eines e�ektiven QE-Verfahrens f

�

ur PreAN

0

und der Tatsache, da� alle variablenfreien

Formeln von PreAN

0

entscheidbar sind.

Letzteres kann wieder|analog wie im Beweis zu Satz 2.1.6|ausf

�

uhrlich

�

uberpr

�

uft

werden.

Ein e�ektives QE-Verfahren la�t sich ziemlich unmittelbar aus einem f

�

ur PreAZ an-

wendbaren gewinnen, beispielsweise aus dem in [BoJe74], Chapt. 21 angegebenen. Es sind

daf

�

ur in der Hauptsache nur geringf

�

ugige

�

Anderungen dahingehend n

�

otig, als dieses Ver-

fahren konsequent zu einem entsprechenden umgebaut werden mu�, das nur mit Formeln

der Sprache L

PreAN

0

operiert und nicht mit den Symbolen 0, 1, +, �, <, D

m

(m 2 N ,

n � 2) wie das in [BoJe74] beschriebene; das ist aber (auf recht direkte Weise) m

�

oglich.

Eine etwas gewichtigere

�

Anderung ergibt sich bez

�

uglich des letzten Schritts des dort in

[BoJe74] dargestellten Verfahrens, an der Stelle, wo ein eine Variable x bindender Quantor,

der sich dann nur mehr auf eine Konjunktion bestehend aus h

�

ochstens einer Kongruenz,

h

�

ochstens einer Ungleichung mit x auf der rechten Seite und h

�

ochstens einer Ungleichung

mit x auf der linken Seite bezieht, wirklich eliminiert wird. Im folgenden wird dieser Schritt

(der in ganz

�

ahnlicher Form schon in der Beweisskizze von Satz 2.2.5, ausgehend von (2.15)

f

�

ur die Quantorenelimination in PreAZ beschrieben wurde) dargestellt:

18

Das ist in dem Sinn zu verstehen, da� die Eindeutigkeitsbedingungen A & A

z

[z

0

]! z = z

0

und

B

z

[0] & B

z;w

[0; w

0

]! w = w

0

bei der im folgenden geschilderten Wieder-Einf

�

uhrung des Konstantensym-

bols 0 und der darauffolgenden des Konstantensymbols 1 in PreAN

0

bzw. in der um 0 schon erweiterten

Theorie jeweils beweisbar sind.

19

Die Existenzbedingungen f

�

ur diese aufeinanderfolgenden Einf

�

uhrungen der Konstantensymbole 0 und

1 bestehen gerade in 9 yA

z

[y] bzw. in 9 yB

z;w

[0; y] und folgen unmittelbar aus den Axiomen PreAN

0

.2.

und PreAN

0

.8. .
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Ausgangspunkt f

�

ur diesen Schritt ist eine Formel der Gestalt

9x

�

x �

N

m

i & a < �x+ b & �

0

x+ b

0

< a

0

�

;

wobei x eine beliebige Variable ist und au�erdem gilt: m 2 N , m � 2, i 2 N , �; �

0

2 N ,

a;b;a

0

;b

0

Terme ohne x. Eine erste

�

aquivalente Umformung ergibt

9x

�

��

0

x �

N

��

0

m

��

0

i & �

0

a < ��

0

x+ �

0

b & ��

0

x+ �b

0

< � a

0

�

:

Daraus ist

�

aquivalent

9x

�

x �

N

��

0

m

��

0

i & �

0

a < x+ �

0

b & x+ �b

0

< �a

0

�

herleitbar; hieraus weiters

9x

�

x �

N

��

0

m

��

0

i

& �

0

a+ �b

0

< x+ �

0

b+ �b

0

& x+ �b

0

+ �

0

b < � a

0

+ �

0

b

�

:

Diese Formel ist aber von der Gestalt

9x

�

x �

N

~m

j & d < x+ c & x+ c < d

0

�

;

mit ~m 2 N , ~m � 2, j 2 N

0

j < ~m, c;d;d

0

Terme ohne x. Es folgt

9x

�

x �

N

~m

j + c & ( c = x _ c < x ) & d < x & x < d

0

�

:

Setzt man nun noch e gleich j + c, so kann nun der Quantor eliminiert werden und es

ergibt sich

d+ 1 < c & e < d

0

_ c < d+ 2 &

�

d+ 1 �

N

~m

e & d+ 1 < d

0

_ d+ 2 �

N

~m

e & d+ 2 < d

0

_ : : :

: : : _ d+ ~m �

N

~m

e & d+ ~m < d

0

�

:

Diese

�

Anderung im Verfahren (die f

�

ur 9-quanti�zierte Formeln, die als Matrix nur

eine Konjunktion von einer oder zwei der oben betrachteten Konjunktionsformeln besit-

zen, zu vergleichbaren, aber geringf

�

ugigeren

�

Anderungen f

�

uhrt) wird wesentlich von der

Beschr

�

anktheit der mittels < bestimmten Ordnung � nach unten durch 0 verursacht.

Weiters l

�

a�t sich ausf

�

uhrlich

�

uberpr

�

ufen, da� in dem der Sprache von PreAN

0

ange-

pa�ten und wie beschrieben leicht abge

�

anderten QE-Verfahren in [BoJe74] f

�

ur PreAN

0

die einzelnen Umformungsschritte wirklich Ersetzungen von Formeln von PreAN

0

sind,
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d.h. da� diesen Schritten jeweils Theoreme von PreAN

0

zugrundeliegen (und diese Umfor-

mungen nicht nur in Th(hN

0

; 0; 1;+; <i)

�

aquivalente Formelersetzungen sind, was zumeist

augenscheinlich ist)

20

.

Es sei hier noch ausdr

�

ucklich auf [HiBe68] hingewiesen, wo ein QE-Verfahren direkt f

�

ur

eine PreAN

0

entsprechende Theorie (einer Erweiterung um die Kongruenzsymbole f

�

ur N

0

des dort mit (D) bezeichneten Systems der additiven Zahlentheorie AZ, die in Abschnitt 5

de�niert wird) beschrieben wird. Das dort beschriebene Verfahren entspricht auch ziemlich

gut einer Ausdehnung des urspr

�

unglichen Presburgerschen Verfahrens f

�

ur TAZ

0

, die n

�

otig

ist, um davon ausgehend zu einem QE-Verfahren f

�

ur PreAZ

0

zu gelangen. Das f

�

ur (die

Entsprechung (D) f

�

ur) PreAN in [HiBe68] beschriebene Verfahren mu� allerdings noch

zus

�

atzlich auf die Eigenschaft der Beschr

�

anktheit der durch < bestimmten Ordnung �

nach unten in PreAN Bedacht nehmen. }

Da PreAN als Axiomatisierung von Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) aufgebaut wurde, erlaubt

nun Satz 2.3.3 einzusehen, da� PreAN auch eine vollst

�

andige Axiomatisierung von

Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) ist. Daraus ergibt sich die Berechtigung der Namensgebung

"

Pres-

burger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen\ f

�

ur PreAN , (1) weil es sich bei PreAN erneut um

eine vollst

�

andige und entscheidbare Theorie der Additionsarithmetik (hier von nat

�

urlichen

Zahlen) handelt und v.a. (2) weil die Entscheidung von Formeln von PreAN relativ di-

rekt durch Verwendung eines Entscheidungsverfahrens (eines QE-Verfahrens) f

�

ur PreAZ

erfolgen kann, womit eine enge Beziehung zu PreAZ entsteht.

Im Zusammenhang mit Satz 2.3.3 sei noch auf ein Ergebnis verwiesen, auf das [Ra77]

hinweist: Und zwar gelang J.R. B

�

uchi und C.C. Elgot die Zur

�

uckf

�

uhrung der Entscheid-

barkeit von PreAN (bzw. genau: von Th(hN

0

; 0; 1;+i)) auf die Entscheidbarkeit einer

logischen Theorie WS1S := Th

w

(hN

0

;Si) von

"

schwacher zweiter Ordnung\ (womit eine

Theorie gemeint ist, in deren Formeln Variablen f

�

ur endliche Mengen vorkommen k

�

onnen;

S steht dabei in WS1S f

�

ur das Nachfolgerpr

�

adikat auf N

0

). Und zwar gaben sie eine

M

�

oglichkeit an, wie eine Interpretation (vgl. De�nition 2.4.3) von PreAN (bzw. von

Th(hN

0

; 0; 1;+i)) in der von ihnen als entscheidbar erkannten Theorie WS1S gefunden

werden kann (vgl. [Ra77], p. 617).

In [Ra77] wird au�erdem die Durchf

�

uhrbarkeit der Quantorenelimination nicht in

PreAN

0

betrachtet, sondern in einer (hier nun so bezeichneten) Theorie PreAN

00

, die der

de�nitorischen Erweiterung von PreAN um Symbole <

n

der Familie f<

n

g

n2N; n�2

ver-

mittels de�nierender Axiome

�

x <

n

y $ x < y & 9 z ( y = x+ nz )

	

n2N; n�2

entspricht.

Diese Theorie PreAN

00

ist aber zu PreAN

0

schwach

�

aquivalent und das Ergebnis, da�

20

Eine solche ausf

�

uhrliche

�

Uberpr

�

ufung mu�te der Darstellung von PreAN hier insofern zugrundeliegen,

als nur dadurch Gewi�heit erlangt werden konnte, da� PreAN in der Tat eine vollst

�

andige Axiomatisierung

von Th(hN

0

; 0; 1;+;<i) ist. [

"

Nur dadurch\ ist jedoch insofern auch unrichtig, als urspr

�

unglich noch ein an-

derer formal-logischer Weg gegangen wurde, um eine vollst

�

andige Axiomatisierung von Th(hN

0

; 0; 1;+; <i)

aus einer von Th(hZ; 0; 1;+; <i) zu rechtfertigen, C.G.].
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PreAN

00

ebenfalls die QE zul

�

a�t, l

�

a�t sich sofort aus Satz 2.3.3 (d.h. der Tatsache, da�

PreAN

0

die QE zul

�

a�t) gewinnen, wenn man beachtet, da� in einer de�nitorischen Erwei-

terung PreAN

000

von PreAN um die Einf

�

uhrung der Symbole der Familien f�

N

n

g

n2N; n�2

und f<

n

g

n2N; n�2

mittels der entsprechenden, zugeh

�

origen Schemata dann die Aussagen

x �

N

n

y $ x <

n

y _ x = y _ y <

n

x und x <

n

y $ x �

N

n

y & x < y (jeweils f

�

ur alle n 2 N ,

n � 2) beweisbar sind.
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2.4 Der Zusammenhang zwischen PreAZ und PreAN

Wie in den letzten beiden Abschnitten dargestellt, handelt es sich bei PreAZ und PreAN

um vollst

�

andige und entscheidbare logische Theorien 1. Ordnung mit den nichtlogischen

Symbolen 0, 1, + und <, die Axiomatisierungen der Additionsarithmetik ganzer bzw.

nat

�

urlicher Zahlen sind. (Wobei als Unterschied vielleicht schon hier festgehalten wer-

den sollte, da� < in Th(hZ; 0; 1;+i) nicht auf de�nitorische Weise (verbunden mit der

gew

�

ohnlichen Bedeutung dieses Symbols

�

uber Z) eingef

�

uhrt werden kann, das dagegen in

Th(hN

0

; 0; 1;+i) schon m

�

oglich ist.)

Es ist weiters schon darauf hingewiesen worden, da� sich QE-Verfahren f

�

ur eine die-

ser beiden Theorien (d.h. genauer: QE-Verfahren f

�

ur de�nitorische Erweiterungen die-

ser Theorien um die Einf

�

uhrung von Kongruenzensymbolen)

�

ofter auf einfache Weise zu

QE-Verfahren f

�

ur die jeweils andere Theorie (bzw. eine jeweils entsprechende de�nitorische

Erweiterung davon) umbilden und verwenden lassen, soda� sich darin schon eine sehr en-

ge Verbindung von PreAZ und PreAN andeutet. N

�

aheres Hinsehen kann au�erdem auch

zeigen, da� sich ein QE-Verfahren f

�

ur PreAN

0

wahrscheinlich viel leichter und direkter

aus einem QE-Verfahren f

�

ur PreAZ

0

gewinnen l

�

a�t, als umgekehrt eines f

�

ur PreAZ

0

aus

einem f

�

ur PreAN

0

.

Obwohl PreAZ eigentlich Axiomatisierung einer spezielleren algebraischen Struktur

als PreAN ist, n

�

amlich die der Gruppe hZ; +i (unter Beachtung zus

�

atzlicher Eigenschaf-

ten dieser Gruppe bez

�

uglich der gew

�

ohnlichen Ordnung auf Z), gegen

�

uber PreAN , das

wesentlich eine Axiomatisierung des Monoids hN

0

; +i ist, und obwohl in einer Gruppe

Umformungen von Aussagen gew

�

ohnlich viel einfacher und eleganter erfolgen k

�

onnen (we-

gen der m

�

oglichen Bildung von inversen Elementen) als in einem Monoid, scheint es im

vorliegenden Fall so zu sein, da� die Entscheidung von Formeln von PreAN keineswegs

erheblich mehr Aufwand erfordert als die Entscheidung von Formeln von PreAZ. Sowie

weiters, da� die Existenz des (mit einer Ordnungsrelation in einfacher Verbindung stehen-

den) Symbols < in PreAZ es erlaubt, das Problem der Entscheidung von Formeln von

PreAN auch in einem praktischen Sinn in das Problem der Entscheidung von Formeln

von PreAZ

"

einzubetten\ (d.h. im

"

praktischen\ oder

"

praktisch-beobachtbaren\ Sinn

der Konstruktion bzw. bei der Konstruktion eines QE-Verfahrens f

�

ur PreAN

0

aus einem

gegebenen QE-Verfahren f

�

ur PreAZ

0

).

Es l

�

a�t sich nun aber auch ein formal-logischer Grund daf

�

ur angeben, warum sich

mit einigem Recht sagen l

�

a�t, da� die Entscheidung von PreAZ grundlegender und die

Entscheidung von PreAN im wesentlichen ein Spezialfall davon ist: Denn die Mittel von

PreAZ zur Formulierung von Aussagen

�

uber ganze Zahlen reichen auch aus, um alle

jene Aussagen

�

uber nat

�

urliche Zahlen, die in PreAN ausgedr

�

uckt werden k

�

onnen, auch

als Aussagen in PreAZ mit derselben inhaltlichen Bedeutung zu formulieren. Genau ist

das so zu verstehen: Eine geschlossene Formel A von PreAN kann zu einer in PreAZ

(der Bedeutung nach:)

�

aquivalenten Formel A

QR

so umgeformt werden, da� in A alle
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Quanti�kationen 9x ( : : : ) durch die Formel 0 = x _ 0 < x

"

relativiert\ werden, d.h. durch

Quanti�kationen 9x

�

( 0 = x _ 0 < x ) & : : :

�

ersetzt werden. F

�

ur eine nicht geschlossene

Formel A von PreAN ist eine

�

uber hZ; 0; 1;+; <i dazu inhaltlich

�

aquivalente Formel A

R

weiters in

0 = x

1

_ 0 < x

1

! 0 = x

2

_ 0 < x

2

! : : : ! 0 = x

n

_ 0 < x

n

! A

QR

(wobei x

1

; : : : ;x

n

die in A frei vorkommenden Variablen sind) zu �nden, also durch Re-

lativierung

21

des Geltungsbereiches der freien und gebundenen Variablen von A. (Dieses

Vorgehen wird in De�nition 2.4.1 pr

�

azisiert.)

Ein solches inhaltlich motivierte Vorgehen f

�

uhrt unmittelbar auf die Redukti-

on des Entscheidungsproblems f

�

ur PreAN auf das f

�

ur PreAZ. Wegen `

PreAN

A ,

, `

PreAZ

A

R

(was unter Zuhilfenahme der Standardmodelle f

�

ur PreAN und PreAZ

und der Vollst

�

andigkeit dieser Theorien unmittelbar einzusehen ist) kann eine Formel A

von PreAN in PreAZ dadurch entschieden werden, indem aus A zuerst die Formel A

R

konstruiert und dann A

R

in PreAZ entschieden wird.

In formal-logischen Begri�en ausgedr

�

uckt, liegt einem solchen Vorgehen zugrunde, da�

PreAN in PreAZ

"

interpretiert\ werden kann, oder auch, da� das Modell hN

0

; 0; 1;+; <i

im Modell hZ; 0; 1;+; <i de�niert werden kann. Das soll unter Verwendung der exakten

De�nitionen in [Shoe67] daf

�

ur im weiteren pr

�

azis gemacht werden.

Es wird sich nun aber auch zeigen lassen, da� umgekehrt PreAZ ebenfalls in PreAN

interpretiert werden kann, wenngleich keineswegs auf eine

�

ahnlich nat

�

urliche Weise. Insge-

samt ist die Tatsache, da� sich PreAN auf o�ensichtliche Weise in PreAZ interpretieren

l

�

a�t, das aber umgekehrt f

�

ur PreAZ bez

�

uglich PreAN nicht im selben Ma� gilt, ein

starker Hinweis darauf, da� das Entscheidungsproblem f

�

ur PreAZ das grundlegendere ist.

Trotzdem l

�

a�t sich aber mit Hilfe der erw

�

ahnten Interpretation von PreAZ in PreAN

die Entscheidbarkeit von PreAZ auch auf die von PreAN zur

�

uckf

�

uhren, zwar mit etwas

gr

�

o�erem Aufwand als in umgekehrter Richtung, dennoch aber einfach genug (vgl. Ab-

schnitt 6, Lemma 2.6.3), soda� eingesehen werden kann, da� die Entscheidungskomplexit

�

at

von PreAN und die von PreAZ von der selben (zwischen 2-fach- und 3-fach-exponentiell-

linearen) Gr

�

o�enordung (bez

�

uglich der Rechenzeit deterministischer oder nichtdetermini-

stischer Turingmaschinen) sind.

Alle erw

�

ahnten Gemeinsamkeiten und Beziehungen zwischen PreAZ und PreAN

(oder den ihnen entsprechenden, d.h. zu diesen

�

aquivalenten Theorien Th(hZ; 0; 1;+; <i)

bzw. Th(hN

0

; 0; 1;+; <i)) rechtfertigen die Bezeichnung von PreAN als

"

Presburger Arith-

metik nat

�

urlicher Zahlen\ wie weiters auch den verbreiteten unscharfen Sprachgebrauch

in der Bezeichnung

"

Presburger Arithmetik\ sowohl f

�

ur Theorien der Additionsarithmetik

ganzer wie nat

�

urlicher Zahlen in bestimmtem Ausma�. Trotzdem ist das Festhalten der

21

(dieser Ausdruck stammt aus [BoJe74])
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Unterschiede zwischen PreAN und PreAZ z.B. auch f

�

ur Komplexit

�

atsuntersuchungen

vorerst wesentlich.

De�nition 2.4.1. Bez

�

uglich 0 = x _ 0 < x relativierte Formeln A

R

in PreAZ.

(i) F

�

ur eine Formel A

�

uber der Sprache L

PreAN

(bzw. L

PreAZ

) sei zun

�

achst eine Formel

A

QR

de�niert: Ist A atomare Formel, so ist A

QR

gleich A, ist A gleich :B, so ist

A

QR

gleich :B

QR

; ist A gleich B _ C, so ist A

QR

gleich B

QR

_C

QR

, und ist A

gleich 9xB, so ist A

QR

gleich 9x

�

( 0 = x _ 0 < x ) & B

QR

�

.

(ii) Kommen in einer Formel A

�

uber der Sprache L

PreAZ

genau die verschiedenen Va-

riablen x

1

; : : : ;x

n

frei vor und entspricht diese Reihenfolge der Variablen genau der

lexikographischen Reihenfolge der Zeichenketten, die sie darstellen, dann ist A

R

die

Formel 0 = x

1

_ 0 < x

1

! : : :! 0 = x

n

_ 0 < x

n

! A

QR

.

Lemma 2.4.2. F

�

ur jede Formel A

�

uber L

PreAN

gilt:

`

PreAN

A ) `

PreAZ

A

R

:

Beweisskizze. Der Beweis kann dadurch geschehen, da� die Aussage durch Induktion

�

uber

die Theoreme von PreAN gezeigt wird; unter Verwendung des \Interpretation Theorems"

in [Shoe67] reicht es allerdings, die Aussage nur f

�

ur alle nichtlogischen Axiome von PreAN

zu zeigen. }

Da es sich bei PreAN und bei PreAZ um vollst

�

andige Theorien handelt, ist auch die

Umkehrung in Lemma 2.4.2 richtig, wie sofort wieder unter Verwendung der Vertauschbar-

keit der Begri�e

"

Beweisbarkeit\ und

"

G

�

ultigkeit in einem Modell\ in einer vollst

�

andigen

Theorie eingesehen werden kann, bzw. mit Hilfe der Tatsache, da� vollst

�

andige Theorien

f

�

ur geschlossene Formeln A das tertium non datur bez

�

uglich Beweisbarkeit von A und

Beweisbarkeit von :A erf

�

ullen

22

.

22

Die Umkehrung von Lemma 2.4.2 w

�

are verletzt, wenn es eine Formel A

0

�

uber L

PreAN

g

�

abe, f

�

ur die

`

PreAZ

(A

0

)

R

, jedoch gleichzeitig 0

PreAN

A

0

gelten w

�

urde. { Die Existenz einer solchen Formel A

0

steht

nun aber im Widerspruch zur G

�

ultigkeit der Kontraposition 0

PreAN

A ) 0

PreAZ

A

R

zur Umkehrung von

Lemma 2.4.2, welche man (: die G

�

ultigkeit dieser Kontraposition zu : : : ) wie folgt einsehen kann (unter

dabei wesentlichem R

�

uckgri� auf das Wissen um die Vollst

�

andigkeit dieser beiden Theorien):

Angenommen, es gilt 0

PreAN

A. Dann gilt 0

PreAN

A

c

, wobei A

c

der Abschlu� von A ist (\Closure

Theorem"). Wegen der (hier vorausgesetzten, in Abschnitt 3 (in einem wesentlichen Schritt) gezeigten)

Vollst

�

andigkeit von PreAN folgt dann `

PreAN

:A

c

. Daraus folgt mit Lemma 2.4.2 `

PreAZ

(:A

c

)

R

,

also auch `

PreAZ

: (A

c

)

R

(dies wegen: (:A

c

)

R

ist gleich (:A

c

)

QR

, dies ist gleich : (A

c

)

QR

und

weiter gleich : (A

c

)

R

; vgl. hierbei De�nition 2.4.1). Wegen der Konsistenz von PreAZ folgt daraus

0

PreAZ

(A

c

)

R

. Daraus folgt wegen `

PreAZ

(A

c

)

R

$ (A

R

)

c

fdies gilt n

�

amlich wegen: falls in A ge-

nau x

1

; : : : ;x

n

frei vorkommen und dies die lexikographische Ordnung dieser Variablen ist, so ist (A

c

)

R

von der Gestalt

8x

1

�

( 0 = x

1

_ 0 < x

1

) & 8x

2

�

: : : & 8x

n

�

( 0 = x

n

_ 0 < x

n

)! A

QR

�

: : :

� �

;
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Auf einem konstruktiven, Beweise erhaltenden (=�ndenden) Weg ist diese Umkehrung

hier nicht direkt zu gewinnen.

Die Konstruktion von A

R

gibt einen Weg an, wie eine Formel A, die als Aussage

�

uber

nat

�

urliche Zahlen verstanden wird,

�

uber den ganzen Zahlen so

"

interpretiert\ werden kann,

da� die Aussage A und ihre Entsprechung A

R

in den dann unterschiedlichen Modellen

nat

�

urlicher bzw. ganzer Zahlen inhaltlich dasselbe ausdr

�

ucken.

Die Interpretation I einer Theorie T in einer Theorie T

0

nach [Shoe67] besteht nun

aus einer M

�

oglichkeit, die Formeln A von L(T ) (der Sprache von T ) u.a. durch Ersetzung

von nichtlogischen Symbolen von L(T ) durch Symbole von L(T

0

) (der Sprache von T

0

) als

Formeln A

(I)

von T

0

so audr

�

ucken zu k

�

onnen, da� immer aus `

T

A folgt: `

T

0

A

(I)

. Eine

Interpretation I von T in T

0

bietet also eine M

�

oglichkeit, die in T formulierbaren Formeln

A als Formeln A

(I)

von T

0

zu betrachten, wobei eine Formel A

(I)

in T

0

jedenfalls immer

dann beweisbar sein soll, wenn A in T beweisbar ist. (Eine Interpretation I von T in T

0

,

f

�

ur die immer `

T

A , `

T

0

A

(I)

gilt, wird von [Shoe67] faithful

23

genannt.)

De�nition 2.4.3. Interpretationen.

Seien L und L

0

Sprachen von Theorien 1. Ordnung. Seien T und T

0

Theorien 1. Ord-

nung mit L = L(T ) und L

0

= L(T

0

).

(i) Eine Interpretation I der Sprache L in der Sprache L

0

besteht aus

(a) einem 1-stelligen Pr

�

adikatssymbol U

I

von L

0

, dem Universum von I;

(b) einem n-stelligen Funktionssymbol f

I

von L

0

f

�

ur jedes n-stellige Funktionssym-

bol f von L;

(c) einem n-stelligen Pr

�

adikatssymbol p

I

von L

0

f

�

ur jedes n-stellige Pr

�

adikatssym-

bol p von T , das von = verschieden ist.

(ii) Eine Interpretation I der Sprache L in der Theorie T

0

ist eine Interpretation

von L in L

0

, f

�

ur die noch zus

�

atzlich

`

T

0

9xU

I

x

und

`

T

0

U

I

x

1

! : : :! U

I

x

n

! U

I

f

I

x

1

: : :x

n

(f

�

ur jedes n-stellige Funktionssymbol f von L) gelten.

und das ist

�

aquivalent (vermittels Pr

�

anexoperationen einzusehen) zu

8x

1

: : : 8x

n

�

0 = x

1

_ 0 < x

1

! : : :! 0 = x

n

_ 0 < x

n

! A

QR

�

mithin zu (A

R

)

c

g : : : weiters 0

PreAZ

(A

R

)

c

und (wegen dem \Closure Theorem") 0

PreAZ

A

R

.

23

[Ich schaudere davor zur

�

uck, diesen Begri� mit einem Wort wie

"

glaubw

�

urdig\ oder

"

treu\ zu

�

uber-

setzen, C.G.]
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(iii) Ist I eine Interpretation von L in L

0

, dann sei zu einer Formel A von L die Formel

A

(I)

wie folgt de�niert:

Zuerst entstehe aus A eine Formel A

I

so: (a) Durch Ersetzung aller nichtlogischen

Symbole u in A durch Symbole u

I

(entsprechend der Interpretation von L in L

0

),

und (b) durch schrittweise 1-malige Ersetzung jeder Teilformel 9xB in A durch

9x (U

I

x & B ).

Danach sei A

(I)

durch

U

I

x

1

! : : :! U

I

x

n

! A

I

festgesetzt, wobei x

1

; : : : ;x

n

die in A (sowie in A

I

) freien Variablen sind, von denen

au�erdem angenommen sei, da� sie in der angeschriebenen Reihenfolge lexikogra-

phisch geordnet sind.

(iv) Eine Interpretation I einer Theorie T in einer Theorie T

0

besteht aus einer

Interpretation I von L in T

0

, f

�

ur die `

T

0

A

(I)

f

�

ur jedes nichtlogische Axiom A von

T gilt.

(v) T hei�t in T

0

interpretierbar, falls es eine de�nitorische Erweiterung T

00

von T

0

und eine Interpretation I von T in T

00

gibt.

Die Aussage des \Interpretation Theorems" in [Shoe67] ist nun, da�, wenn I eine

Interpretation von T in T

0

ist, `

T

0

A

(I)

f

�

ur alle Theoreme A von T gilt (und nicht nur

f

�

ur alle nichtlogischen Axiome A von T , wie nach De�nition 2.4.3, (iv), guarantiert ist).

Daraus folgt in diesem Fall unmittelbar weiters, da� sich die Konsistenz von T auf jene

von T

0

zur

�

uckf

�

uhren l

�

a�t.

Falls I Interpretation von T in T

0

ist, so l

�

a�t sich die Entscheidbarkeit von T auf je-

ne von T

0

allerdings nur in dem Fall unmittelbar zur

�

uckf

�

uhren, wenn die Interpretation

faithful ist, d.h. wenn `

T

A , `

T

0

A

(I)

f

�

ur alle Formeln A von T gilt; denn in diesem Fall

gen

�

ugt es, um A in T zu entscheiden, A

(I)

e�ektiv zu konstruieren (was entlang De�niti-

on 2.4.3, (iii), auf algorithmischem Weg erfolgen kann) und dann in T

0

zu entscheiden.

Satz 2.4.4. PreAN ist in PreAZ interpretierbar.

Beweis. Sei PreAZ

(INZ)

de�nitorische Erweiterung von PreAZ um das 1-stellige Pr

�

adi-

katssymbol U

INZ

vermittels U

INZ

x$ 0 = x _ 0 < x .

Nun sei INZ jene Interpretation von L

PreAN

in L(PreAZ

(INZ)

), die als Universums-

symbol das Symbol U

INZ

besitzt, f

�

ur die 0

INZ

gleich 0, 1

INZ

gleich 1, +

INZ

gleich + und

<

INZ

gleich < ist.

Dann gilt `

PreAN

A) `

PreAZ

A

(INZ)

f

�

ur jedes nichtlogische Axiom von PreAN (das

folgt sofort aus Lemma 2.4.2 und dem de�nierenden Axiom von U

INZ

) und damit ist INZ

eine Interpretation von PreAN in PreAZ

(INZ)

.
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Da� es sich bei INZ um eine Interpretation handelt, die faithful ist, folgt unter Zuhilfe-

nahme der Vollst

�

andigkeit von PreAN wie die Umkehrung von Lemma 2.4.2. Da aber die

Vollst

�

andigkeit von PreAN erst durch die Konstruktion eines QE-Verfahrens f

�

ur PreAN

und also im weiteren erst durch die Entscheidbarkeit von PreAN eingesehen werden konn-

te, bietet so ein Argument nicht die M

�

oglichkeit, die Entscheidbarkeit von PreAN mittels

Satz 2.4.4 auf die Entscheidbarkeit von PreAZ zu st

�

utzen.

Das w

�

are aber f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) im Bezug zu Th(hZ; 0; 1;+; <i) schon m

�

oglich,

wenn (was inhaltlich sofort evident ist) eingesehen wird, da� Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) in der

Theorie Th(hZ; 0; 1;+; <i) interpretierbar ist, vermittels der auch als Interpretation von

Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) in Th(hZ; 0; 1;+; <; U

INZ

i) au�a�baren Interpretation INZ; denn

Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) ist per def. vollst

�

andig.

Es sei hier darauf hingewiesen, da� eine Formel A

(INZ)

, die die Interpretation einer

Formel A von PreAN in PreAZ

(INZ)

ist (bez

�

uglich der Interpretation INZ im Beweis

von Satz 2.4.4), unmittelbar auch als A

R

entsprechend angesehen werden kann, in dem

Sinn, da� A

R

die Translation von A

(INZ)

von PreAZ

(INZ)

nach PreAZ ist.

F

�

ur die Untersuchung des Zusammenhangs der Entscheidungskomplexit

�

at von PreAZ

und der von PreAN ist weiters noch die Tatsache von bestimmter Bedeutung, da� auch

PreAZ in PreAN interpretiert werden kann. Denn dadurch kann man auch eine M

�

oglich-

keit gewinnen, aus einem Entscheidungsverfahren f

�

ur PreAN eines f

�

ur PreAZ zu kon-

struieren.

Satz 2.4.5. PreAZ ist in PreAN interpretierbar.

Beweis. Der Beweis beruht darauf, da� es m

�

oglich ist, mit den Mitteln von PreAN eine

Verkn

�

upfung � so zu de�nieren, da� � die Addition von in die nat

�

urlichen Zahlen N

0

ko-

dierten ganzen Zahlen formalisiert. Die dabei benutzte Kodierung von Z in N

0

weist den po-

sitiven ganzen Zahlen Z

+

= f1; 2; 3; : : : g die geraden nat

�

urlichen Zahlen N

g

= f2; 4; 6; : : : g,

den negativen ganzen Zahlen Z

�

= f�1;�2;�3; : : : g die ungeraden nat

�

urlichen Zahlen

N

u

= f1; 3; 5; : : : g und der ganzen Zahl 0 wiederum die Zahl 0 in N

0

zu.

Sei nun PreAN

(IZN)

die de�nitorische Erweiterung von PreAN

0

um die Einf

�

uhrung

des 1-stelligen Symbols U

IZN

, des Konstantensymbols 

1

und des 2-stelligen Pr

�

adikats-

symbols < vermittels

U

IZN

x $ 0 = 0 ;

y =

1

$ y = 1 + 1 ;

y = x

1

� x

2

$ : : : (Vgl. Formel 2.4.1) ;

x

1

< x

2

$ x

1

�

N

2

0 & x

2

�

N

2

0 & x

1

< x

2

_ x

1

�

N

2

1 & x

2

�

N

2

1 & x

2

< x

1

_ x

1

�

N

2

1 & x

2

�

N

2

0 :
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Formel 2.4.1 De�nierendes Axiom f

�

ur � in PreAN

(IZN)

:

y = x

1

� x

2

$ x

1

�

N

2

0 & x

2

�

N

2

0 & y = x

1

+ x

2

_ x

1

�

N

2

1 & x

2

�

N

2

1 & y = x

1

+ x

2

+ 1

_ 9x

10

9x

20

9w

� �

x

1

= x

10

+ x

10

& x

2

+ 1 = x

20

+ x

20

&

�

x

10

= x

20

+ w & y = w + w

_ x

20

= x

10

+ w & :w = 0 & y + 1 = w + w

� �

_

�

x

1

+ 1 = x

10

+ x

10

& x

2

= x

20

+ x

20

&

�

x

10

= x

20

+ w & :w = 0 & y + 1 = w + w

_ x

20

= x

10

+ w & y = w +w

� � 	

:

Sei nun IZN jene Interpretation von L

PreAZ

in PreAZ

(IZN)

, die als Universumsymbol

U

IZN

besitzt, f

�

ur die 0

IZN

gleich 0, 1

IZN

gleich 

1

, +

IZN

gleich � und <

IZN

gleich <

ist.

Dann gilt `

PreAZ

A ) `

PreAN

(IZN)

A

(IZN)

f

�

ur jedes nichtlogische Axiom A von

PreAZ (das kann theoretisch auch ausf

�

uhrlich gezeigt werden; wegen der Vollst

�

andigkeit

von PreAN und der anschaulich einsehbaren Tatsache, da� � und < in PreAN wirklich

die Symbole + und < von PreAZ bez

�

uglich|wie beschrieben|kodierten ganzen Zahlen

"

interpretieren\ (: hier als inhaltliche Entsprechung zu verstehen) ist diese Folgerung aber

ausreichend begr

�

undet).

Damit ist IZN eine Interpretation von PreAZ in PreAN

(IZN) 24

.

Erneut sei hier darauf hingewiesen, da� die Tatsache, da� IZN eine Interpretati-

on ist, die faithful ist, nur unter Zuhilfenahme der Vollst

�

andigkeit von PreAZ und

der Konsistenz von PreAN unmittelbar einzusehen ist, da� also eine direkte (gemeint

ist: eine unmittelbar einzusehende) theoretische Zur

�

uckf

�

uhrung der Entscheidbarkeit von

PreAZ auf die von PreAN mit den Mitteln von IZN (ohne das erw

�

ahnte zus

�

atzli-

che Wissen) nicht gelingt. Wiederum w

�

are jedoch eine St

�

utzung der Entscheidbarkeit

der per de�nitionem vollst

�

andigen Theorie Th(hZ; 0; 1;+; <i) auf die Entscheidbarkeit

von Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) durch die Interpretation IZN , die auch als Interpretation von

Th(hZ; 0; 1;+; <i) in Th(hN

0

; 0; 1;+; <; U

IZN

;

1

;�; < i) aufgefa�t werden kann, unmit-

24

Die hier betrachtete Interpretation von PreAN in PreAZ

(IZN)

beruht nicht auf einer Eigenart addi-

tiver Theorien: IZN k

�

onnte z.B. durch die zus

�

atzliche (ebenfalls leicht und analog konstruierbare) de�ni-

torische Einf

�

uhrung von � zu einer Interpretation der (unentscheidbaren) Theorie Th(hZ; 0; 1;+; :; <i) in

der Theorie Th(hN

0

; 0; 1;+; :; <; U

IZN

;

1

;�;�i) erweitert werden.
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telbar m

�

oglich. (Hierbei geht ein, da� die Entscheidbarkeit der de�nitorischen Erweiterung

Th(hN

0

; 0; 1;+; <; U

IZN

;

1

;�; < i) von Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) aus der Entscheidbarkeit von

Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) folgt.)

Die Zur

�

uckf

�

uhrung der Entscheidbarkeit der Theorie Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) auf die von

Th(hZ; 0; 1;+; <i) mit Hilfe der Interpretation INZ, und insbesondere, da� es sich bei

INZ um eine Interpretation, die faithful ist, handelt, k

�

onnte auch besonders einfach mit

Hilfe eines Begri�s aus [Shoe67], sect. 6.9, behandelt und ausf

�

uhrlich begr

�

undet werden,

n

�

amlich damit, da� die Struktur hN

0

; 0; 1;+; <i in der Struktur hZ; 0; 1;+; <i de�nierbar

25

ist.

25

Dabei nennt [Shoe67] eine Struktur A in einer Struktur B de�nierbar , wenn jAj Teilmenge von jBj ist

und wenn es eine Struktur C gibt, die Modell einer de�nitorischen Erweiterung (: im eingeschr

�

ankteren, in

[Shoe67] festgesetzten und gebrauchten Sinn dieses Begri�s) Th(C) von Th(B) ist, die einerseits das der

Teilmenge jAj von jBj (gleich jCj) entsprechende Pr

�

adikat enth

�

alt und f

�

ur die weiters jede Funktion f

A

und jedes Pr

�

adikat p

A

von A Einschr

�

ankung einer Funktion f

0

C

bzw. eines Pr

�

adikats p

0

C

von C auf jAj ist.

{ Unter diesen Bedingungen gibt es immer eine (o�ensichtliche) Interpretation von Th(A) in Th(C), die

faithful ist (das ist im Rahmen des von [Shoe67] auf p. 132 dargestellten sofort ausf

�

uhrlich zu beweisen).

Ist nun Th(B) entscheidbar, so tri�t das auch auf die de�nitorische Erweiterung Th(C) davon zu (: statt A

in Th(C) entscheide man die Translation A

�

von Th(C) nach Th(B)) und weiters auch auf Th(A) (denn:

statt A in Th(A) entscheide man nun

�

A

(I)

�

�

in Th(B)).
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2.5 Die Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen im Kon-

text der Peano-Arithmetik und anderer zahlentheoreti-

scher Theorien 1. Ordnung

Wie in Abschnitt 3 behandelt, sind die dort beschriebenen Theorien PreAN , PreAN

1

sowie PreAN

0

vollst

�

andig und als Theorien der Additionsarithmetik nat

�

urlicher Zah-

len daher auch vollst

�

andige Axiomatisierungen der semantisch de�nierten Theorien

Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) bzw. Th(hN

0

; 0; 1;+i) bzw. Th(hN

0

; +i). Es ist nun klar, da� es sich bei

der

"

vollst

�

andigen Zahlentheorie\ V Z = Th(hN

0

; 0; S;+; :i) (wobei S die 1-stellige Nach-

folgerfunktion bez

�

uglich Zahlen in N

0

bezeichnet) jedenfalls eine Erweiterung von PreAN

0

handelt (und eigentlich|w

�

urde man V Z de�nitorisch um 1 und < bzw. um 1 erweitern|

auch um eine Erweiterung von PreAN und PreAN

1

).

Eine zug

�

angliche

26

Axiomatisierung von V Z ist die Peano-Arithmetik PeA, die

aber, wie K. G

�

odel 1931 bewiesen hat, unvollst

�

andig ist und keine konsistente,

axiomatisierbare

27

Erweiterung besitzt, die vollst

�

andig ist. PeA ist, wie A. Church 1936

nach einer genauen Pr

�

azisierung des Begri�s der Entscheidbarkeit bewiesen hat, auch

unentscheidbar.

V Z ist also eine echte Erweiterung der unvollst

�

andigen Theorie PeA. Dennoch l

�

a�t

sich ein enger Zusammenhang zwischen PeA und den vollst

�

andigen Theorien der Pres-

burger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen herstellen. PeA enth

�

alt (wie gezeigt werden kann)

n

�

amlich jedenfalls alle in hN

0

; 0; S;+; :i g

�

ultigen Formeln, in denen das Multiplikations-

symbol : nicht vorkommt; PeA umfa�t (d.h. erweitert) also sicher PreAN

0

und kann leicht

zu de�nitorischen Erweiterungen ausgebaut werden, die PreAN und PreAN

0

enthalten

(d.h. Erweiterungen dieser Theorien darstellen).

26

Hiermit ist gemeint, da� jedenfalls die semantische De�nition von V Z als V Z = Th(hN

0

; 0; S;+; :i)

keine M

�

oglichkeit bietet, die

"

Axiome\ dieser Theorie (formal sind es im Sinne von [Shoe67] tats

�

achlich

Axiome) einzeln und ersch

�

opfend in einer verfahrensm

�

a�igen Weise anzugeben oder aufzuf

�

uhren (das ist

im Lichte der S

�

atze von G

�

odel und Church

�

uber PeA auch gar nicht m

�

oglich).

27

"

Axiomatisierbar\ hei�t pr

�

azisiert etwa: Die G

�

odelzahlen der Axiome sind eine rekursive Menge.
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De�nition 2.5.1. Die Theorien PeA, V Z, AZ, Q, NA, SkA.

(a) L

PeA

sei eine Sprache einer Theorie 1. Ordnung, die genau das Konstantensymbol

0, das 1-stellige Pr

�

adikatssymbol S und die 2-stelligen Funktionssymbole + und :

enth

�

alt. Die Peano-Arithmetik

28

PeA ist jene Theorie mit Sprache L

PeA

, die als

nichtlogische Axiome genau die im folgenden mit PeA.1., : : : , PeA.6. bezeichneten

und weiters noch alle aus dem Axiomenschema PeA.S. (dem Schema der

"

Indukti-

onsaxiome\ in PeA) stammenden Formeln besitzt:

PeA.1. :Sx = 0

PeA.2. Sx = Sy ! x = y

PeA.3. x+ 0 = x

PeA.4. x+ Sy = S(x+ y)

PeA.5. x : 0 = 0

PeA.6. x : Sy = (x : y) + x

PeA.S. A

x

[0] & 8x (A! A

x

[Sx] )! A :

(PeA.S. ist dabei als jenes Axiomenschema aufzufassen, das aus allen zu beliebigen

Formeln A von L

PeA

und beliebigen Variablen x wie in PeA.S. angegeben gebildeten

Formeln besteht.)

(b) Die vollst

�

andige Zahlentheorie V Z besitzt als Sprache L

V Z

dieselbe Sprache

L

PeA

wie PeA und ist semantisch als V Z := Th(hN

0

; 0; S;+; :i) de�niert.

(c) Sei L

AZ

die Einschr

�

ankung der Sprache L

PeA

auf die Symbole 0, S, +; dann ist die

additive Zahlentheorie AZ jene Theorie mit Sprache L

AZ

, die als nichtlogische

Axiome gerade PeA.1., : : : , PeA.4. besitzt, sowie weiters genau noch alle jene aus

dem Schema PeA.S. stammenden Induktionsaxiome, die sich bez

�

uglich Formeln A

bilden lassen, die schon

�

uber L

AZ

formuliert werden k

�

onnen.

(d) Sei L

Q

gleich L

PeA

; die Robinson-Arithmetik Q

29

besitzt die Sprache L

Q

(die gleiche wie PeA) und als nichtlogische Axiome wie PeA ebenfalls PeA.1.,

28

Diese Theorie wird oft auch Elementare Peano-Arithmetik genannt, da das Peanosche Induktionsaxiom

"

Besitzt die nat

�

urliche Zahl 1 eine Eigenschaft P und besitzt f

�

ur jede nat

�

urliche Zahl n, die die Eigenschaft

P besitzt, auch deren Nachfolger Sn die Eigenschaft P , so besitzt jede nat

�

urliche Zahl die Eigenschaft

P\ in einer logischen Theorie 1. Ordnung nicht (d.h. genauer: nicht vollst

�

andig) formuliert werden kann

und statt dessen f

�

ur den Zweck der Formulierung einer m

�

oglichst umfassenden, entsprechenden Theorie

1. Ordnung durch ein Schema von Induktionsaxiomen (das im folgenden mit PeA.S. bezeichnet wird) mit

insgesamt schw

�

acherer Wirkung ersetzt werden mu�; in diesem Schema von Induktionsaxiomen werden die

vom Peanoschen Induktionsaxiom betrachteten Eigenschaften nat

�

urlicher Zahlen auf gerade alle solchen

eingeschr

�

ankt, die sich auch als Formeln der betrachteten Sprache 1. Ordnung formulieren lassen.

29

Die Robinson-Arithmetik Q wird oft auch mit PRA (primitiv-rekursive Arithmetik) abgek

�

urzt, wobei
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: : : , PeA.6., nicht jedoch das Induktionsschema PeA.S., an dessen statt hingegen

noch das folgende Axiom Q.7. :

Q.7. :x = 0! 9 y (x = Sy ) :

(e) Die Nachfolger-Arithmetik NA besitzt als Sprache L

NA

die Einschr

�

ankung der

Sprache L

PeA

auf die Symbole 0 und S und als nichtlogische Axiome nur PeA.1.,

PeA.2. und alle dem Schema PeA.S. angeh

�

orenden Induktionsaxiome, die zu For-

meln A, die schon mit Symbolen von L

NA

gebildet werden k

�

onnen, geh

�

oren.

(f) Sei L

SkA

die Einschr

�

ankung von L

PeA

auf das Multiplikationssymbol : als einzi-

ges nichtlogisches Symbol; dann ist die Skolem-Arithmetik SkA die semantisch

de�nierte Theorie Th(hN

0

; :i).

PeA ist nun, wie bereits erw

�

ahnt, unentscheidbar und unvollst

�

andig und l

�

a�t sich auf

axiomatisierbare Weise nicht zu einer vollst

�

andigen Theorie erweitern, also kann auch V Z

nicht axiomatisierbar oder entscheidbar sein. PeA ist weiters nicht endlich axiomatisierbar

(Ryll-Nardzewski, 1952).

Die Robinson-Arithmetik Q ist (per def.) endlich axiomatisierbar und als Teiltheorie

von PeA nat

�

urlich unvollst

�

andig, jedoch auch unentscheidbar (Tarski, Mostowski und Ro-

binson, 1953). Die TheorieQ hat die interessante Eigenschaft, da� die in ihr darstellbaren

30

Funktionen genau die rekursiven Funktionen sind (vgl. [BoJe74], Chapt. 14). Q be-

sitzt allerdings z.B. nicht die Formel x+ y = y + x als Theorem (vgl. ebenfalls [BoJe74],

Chapt. 14). Q ist daher mit der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen nicht direkt

in Verbindung zu setzen, da Q bez

�

uglich einer Einschr

�

ankung ihrer Theoreme auf die

in L

PreAN

0

ausdr

�

uckbaren Formeln also weniger Theoreme als PreAZ

0

besitzt. Ebenso

w

�

urde eine Weglassung der Axiome PeA.5. und PeA.6. (jener Axiome, die das Multipli-

kationszeichen enthalten) aus Q, verbunden mit der Einschr

�

ankung der Sprache auf die

Sprache L

PreAN

0

, nat

�

urlich nur auf eine echte Teiltheorie von PreAZ

0

und eine Theorie

von geringerer Ausdrucksst

�

arke f

�

uhren.

Die Theorie NA ist vollst

�

andig und l

�

a�t die Quantorenelimination zu (vgl. [Ra77]), ist

jedoch nicht endlich axiomatisierbar.

Die Skolem-Arithmetik SkA ist, wie Th. Skolem 1930 gezeigt hat (vgl. [Sko31])

vollst

�

andig und entscheidbar und l

�

a�t die QE zu. Diese Aussagen tre�en aber (worauf

[BoJe74] hinweist) nicht mehr auf eine Erweiterung von SkA um die semantisch-formale

Einf

�

uhrung des Nachfolgersymbols S in der Theorie Th(hN

0

;S; :i) zu, denn diese Theo-

rie ist stark genug, damit in ihr + auf de�nitorischem Weg (in der

�

ublichen Bedeutung

diese letztere Bezeichnung der Grund daf

�

ur ist, warum hier bei der symbolischen Bezeichnung der Theorien

der Presburger Arithmetik bzw. der Peano-Arithmetik der aufwendige aber vorsichtigere Weg

�

uber (z.B.:)

PreAZ bzw.

�

uber PeA beschritten wurde.

30

Bez

�

uglich einer genauen De�nition von

"

darstellbaren Funktionen\ vgl. etwa [BoJe74], Chapt. 14.
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von + bei der Interpretation

�

uber N

0

) eingef

�

uhrt werden kann und zwar vermittels des

de�nierenden Axioms

y = x

1

+ x

2

$ 8 z

1

8 z

2

8 z

3

�

z

1

= Sx

1

& z

2

= Sx

2

& z

3

= S(Sy)

! S(z

1

: z

3

) : S(z

2

: z

3

) = S

�

S(z

1

: z

2

) : (z

3

: z

3

)

� �

;

(es ist leicht nachzurechnen, da� diese Formel in der Struktur hN

0

;S;+; :i g

�

ultig ist).

Th(hN

0

;S; :i) ist daher schlie�lich zu V Z auf de�nitorischem Weg erweiterbar und daher

unentscheidbar und nicht axiomatisierbar.

Die additive Zahlentheorie AZ ist nun jedoch eine nahe Entsprechung zur Presbur-

ger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen PreAN . Genau gilt n

�

amlich, da� die (auf naheliegende

Weise m

�

ogliche) de�nitorische Erweiterung von AZ um die Einf

�

uhrung von 0 und <

�

aqui-

valent ist zur de�nitorischen Erweiterung von PreAN um die Einf

�

uhrung des Nachfolger-

symbols S. { Theorien mit einer solchen Eigenschaft nennt [Shoe67]

"

schwach

�

aquivalent\

(Vgl. De�nition 2.2.3).

Satz 2.5.2. PreAN und AZ sind schwach

�

aquivalent.

Beweisskizze. Es gen

�

ugt zu zeigen, da� die de�nitorische Erweiterung PreAN

�

von

PreAN um die Einf

�

uhrung des Symbols S vermittels y = Sx$ y = x+ 1 und die de-

�nitorische Erweiterung AZ

�

von AZ um 1 und < vermittels y = 1$ y = S0 bzw.

x < y $ 9 z (: z = 0 & y = x+ z )

�

aquivalente Theorien sind.

(1) Da� AZ

�

eine Erweiterung der Theorie PreAN

�

ist, l

�

a�t sich (relativ leicht, wenn-

gleich ein bi�chen m

�

uhsam) durch den ausf

�

uhrlichen Nachweis einsehen, da� al-

le nichtlogischen Axiome von PreAN und auch das de�nierende Axiom f

�

ur S in

PreAN

�

nun ebenfalls in der Theorie AZ

�

beweisbar sind; hierbei mu� oftmals von

der Existenz geeigneter Induktionsaxiome aus AZ (nun auch) in AZ

�

Gebrauch

gemacht werden.

(2) Die Aussage, da� PreAN

�

auch Erweiterung von AZ

�

ist, l

�

a�t sich durch eine Be-

zugnahme auf das Standardmodell hN

0

; 0; 1; S;+; <i bzw. auf die damit semantisch

zu de�nierende Theorie so begr

�

unden:

Aus der aus der Vollst

�

andigkeit von PreAN folgenden

�

Aquivalenz von PreAN und

Th(hN

0

; 0; 1;+; <i) ergibt sich sofort auch die

�

Aquivalenz der jeweiligen de�nitori-

schen Erweiterungen dieser Theorien um die Einf

�

uhrung von S, n

�

amlich von PreAN

�

und von Th(hN

0

; 0; 1; S;+; <i). Da umgekehrt AZ

�

jedoch unmittelbar als Axioma-

tisierung von Th(hN

0

; 0; 1; S;+; <i) zu erkennen ist, folgt, da� PreAN

�

auch Erwei-

terung von AZ

�

ist. }
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2.6 Entscheidungskomplexit

�

at der Theorien der Presburger

Arithmetik

In diesem Abschnitt sollen die wichtigsten Aussagen

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at

von Theorien der Presburger Arithmetik zusammengestellt und in Verbindung mit den hier

formal-axiomatisch dargestellten Theorien TAZ, PreAZ und PreAN gebracht werden.

Um die Entscheidungskomplexit

�

at der in diesem Kapitel behandelten Theorien der

Presburger Arithmetik auf exakte Art untersuchen zu k

�

onnen, ist es im Sinn von Kapi-

tel 1 (z.B.) n

�

otig, diese Theorien als Tripel T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

), also als

auf Computern handhabbare Sprachsysteme au�assen zu k

�

onnen (mit Zeichenalphabet

�

T

((M))

, Formelsprache Fo

T

((M))

� �

�

T

((M))

und Theoremsprache Thm

T

((M))

� Fo

T

((M))

).

Es ist hierbei nat

�

urlich auch wieder m

�

oglich und sinnvoll, die Gestalt von Formeln

dieser Theorien (die im formalen System von [Shoe67] ja immer genau spezi�zierte Zeichen-

ketten-Objekte sind, wenngleich zum Zweck der Abk

�

urzung oft informelle, aber genau

de�nierte Schreibweisen verwendet werden) im wesentlichen beizubehalten (mit kleineren

�

Anderungen).

Exakt kann dies beispielsweise unter Verwendung der in Grammatik 2.6.1 de�nierten

LR(1)-Grammatik G

PreA

geschehen, die als Terminalalphabet �

G

PreA

�

G

PreA

:=

�

:;_;9;&;!;$;8;=; x; y; z; w;

0

;

1

;

2

; : : : ;

9

;

0; 1; : : : ; 9; �;+; <;�;�;�

N

; U

IZN

;

1

;�; <

	

besitzt, sowie die in Grammatik 2.6.1 aufgef

�

uhrten Produktionen. G

PreA

generiert eine

Formelsprache L(G

PreA

), welche die Formeln der in den bisherigen Abschnitten de�nierten

Theorien der Additionsarithmetik TAZ, TAZ

0

, (bzw. Theorien der Presburger Arithme-

tik) PreAZ, PreAZ

0

, PreAN , PreAN

0

, sowie PreAN

(IZN)

als Formelstrings (W

�

orter)

dieser Sprache aufzufassen gestattet. Bei Verwendung dieser Formel-Grammatik kann die

Theorie TAZ

0

beispielsweise als Tripel TAZ

0((M))

=(�

TAZ

0((M))

;Fo

TAZ

0((M))

;Thm

TAZ

0((M))

)

mit

�

TAZ

0((M))

:= �

G

PreA

n

�

<;�;�

N

; U

IZN

;

1

;�; <

	

;

Fo

TAZ

0((M))

:= L(G

PreA

) j

�

TAZ

0((M))

und

Thm

TAZ

0((M))

:=

�

A 2 Fo

TAZ

0((M))

= `

TAZ

0

A

(A)

	

31

(2.18)

aufgefa�t werden.

Der Unterschied zwischen einer Formel A von TAZ

0

und einem A entsprechenden For-

melstring A

((M))

(ohne, da� eine diese Entsprechung hier ausf

�

uhrlich dargestellt wird, ist
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Grammatik 2.6.1 Die LR(1)-Formelgrammatik G

PreA

f

�

ur Theorien der Presburger

Arithmetik:

<formula>::= <at formula>|:

:

:<formula>|_

_

_<formula><formula>

9

9

9<variable><formula>|&<formula><formula>|

!

!

!<formula><formula>|$

$

$<formula><formula>|

8

8

8<variable><formula>

<at formula>::= =

=

=<term><term>|<1 ary pred symb><term>|

<2 ary pred symb><term><term>

<1 ary pred symb>::= U

IZN

<2 ary pred symb>::= <

<

<|�

�

�|�

�

�<dec ind ge 2>|�

�

�

N

<dec ind ge 2>|<

<dec ind ge 2>::=

2

|

3

| : : : |

9

|

0

<dec ind str>| : : : |

9

<dec ind str>

<dec ind str>::=

0

|

1

| : : : |

9

|

0

<dec ind str>| : : : |

9

<dec ind str>

<term>::= <variable>|<const symb>|<1 ary funct symb><term>

<2 ary funct symb><term><term>

<variable>::= x|y|z|w|x<dec ind>|y<dec ind>|z<dec ind>|w<dec ind>

<dec ind>::=

0

|

1

| : : : |

9

|

1

<dec ind str>| : : : |

9

<dec ind str>

<const symb>::= 0|1|

1

|(<dec num>)

<1 ary funct Symb>::= (<dec num>)

*

<2 ary funct Symb>::= +|�

<dec num>:= 0|1| : : : |9|1<dec num str>| : : : |9<dec num str>

<dec num>:= 0|1| : : : |9|0<dec num str>| : : : |9<dec num str>
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anschaulich klar, wie eine solche de�nierbar ist)

31

besteht nun (1) in der Tatsache, da� die

Variablen in A

((M))

nicht mehr wie in A un

�

ar, sondern dezimal indiziert sind, (2) darin,

da� z.B. einem Kongruenzsymbol �

79

nicht mehr wie in TAZ

0

ein einzelnes Zeichen ent-

spricht (da ja Computer nicht auf einem unendlichen Zeichenalphabet operieren k

�

onnen),

sondern eine Symbolkette �

7 9

bestehend aus 3 Zeichen, (3) darin, da� die in De�niti-

on 2.1.1 f

�

ur den Gebrauch in Formeln von TAZ eingef

�

uhrten, abgek

�

urzten Schreibweisen

wie etwa 27 2 oder 19 x

00

nun auch in TAZ

0((M))

in der Form von ( 2 7 ) * ( 2 ) oder

( 1 9 ) * x

2

verwendet werden d

�

urfen (die Konstruktion von m

�

oglichst guten Entschei-

dungsalgorithmen erfordert eine solche zus

�

atzliche Verk

�

urzung in der Schreibweise von

Formeln, vgl. [FeRa73]), und (4) darin, da� gegen

�

uber dem formalen System von [Shoe67]

f

�

ur Theorien 1. Ordnung in einem Formelstring hier der Quantor 8 und die logischen Ope-

ratoren &, ! und $ explizit auftreten k

�

onnen, w

�

ahrend in [Shoe67] Formeln, in denen

diese Operatoren erscheinen, als abgek

�

urzte Schreibweisen f

�

ur Formeln, in denen diese logi-

schen Symbole nicht mehr vorkommen (und die nur mit dem Quantor 9 und den Junktoren

_ und : gebildet sind) angesehen und behandelt werden.

Es mu� an dieser Stelle noch festgehalten werden, da� bei der De�nition der Entschei-

dungskomplexit

�

at einer betrachteten, entscheidbaren Theorie die Art der formal-logischen

De�nition einer Theorie auf entweder festgelegt-axiomatische Weise (wie z.B. bei TAZ

0

)

oder auf semantische Weise (wie z.B. entsprechend bei Th(hZ; 0; 1;+;�

2

;�

3

; : : : i)) keine

Rolle mehr spielt, da die Entscheidungskomplexit

�

at als der zur Erkennung von Worten

einer Theoremsprache n

�

otige Aufwand de�niert ist und diese Theoremsprachen in bei-

den F

�

allen gleich sind

32

. (In der Tat verschwindet ein solcher Unterschied in der Art

der Axiomatisierung einer Theorie beispielsweise beim

�

Ubergang von TAZ

0

bzw. von

Th(hZ; 0; 1;+;�

2

;�

3

; : : : i) zu TAZ

0((M))

bzw. zu Th(hZ; 0; 1;+;�

2

;�

3

; : : : i)

((M))

entlang

von (2.18) bzw. von ganz analog f

�

ur die

�

aquivalente, semantisch de�nierte Theorie erfol-

genden Setzungen).

Deshalb kommt Resultaten

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at, in denen im folgenden

oft auf bestimmte Weise axiomatisierte Theorien (wie z.B. TAZ oder PreAN

0

) vorkom-

men, auch die Bedeutung zu, in genau gleichem Ausma� f

�

ur alle anderen (konkreten oder

vorstellbaren) Axiomatisierungen dieser Theorien (auf konstruktiv-axiomatische oder auf

durch ein Modell �xierte, semantische Weise) ebenso g

�

ultig zu sein.

Die wichtigsten und bekanntesten Aussagen

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at von

31

Hierbei bereitet die exakte Festlegung der einem Wort A 2 Fo

TAZ

0((M))

entsprechenden Formel A

(A)

im Sinn von Kapitel 1, Abschnitt 1.3, keine Schwierigkeiten und soll auch nicht expliziter als anhand der

folgenden Beispiele angedeutet werden: Variablen x

2

, z

5

werden durch x

00

, z

00000

ersetzt, �

7 5

wird durch

�

75

ersetzt, Konstanten wie ( 5 ) werden durch 5, und also durch 1 + (1 + (1 + (1 + 1))), ( 4 ) * ( 2 ) wird

durch 4 2 und also durch (1 + 1) + ((1 + 1) + ((1 + 1) + (1 + 1))) ersetzt und 8xA durch :9x:A

(A)

. Die

umgekehrte Transformation einer Formel A

�

uber L

TAZ

0

in einen Formelstring A

((M))

ist v

�

ollig klar.

32

Exakt lie�e sich etwa sagen, da� der Begri� der

"

Entscheidungskomplexit

�

at\ einer Theorie (in dessen

mannigfachen Pr

�

azisierungen) invariant unter der

�

Aquivalenz von Theorien ist.
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Theorien der Presburger Arithmetik bez

�

uglich Komplexit

�

atsklassen von sequentiellen

Turingmaschinen bestehen in folgenden beiden Resultaten

33

:

Satz 2.6.1 (Ferrante, Racko�, 1973).

34

Es gibt ein d

1

2 R , d

1

> 0, so, da� PreAZ 2 DSpace(2

2

d

1

n

).

Satz 2.6.2 (Fischer, Rabin, 1974).

35

Es gibt ein c

2

2 R , c

2

> 0, so, da� PreAN =2 NTime(2

2

c

2

n

).

(Dieser Satz entspricht im wesentlichen der weiter pr

�

azisierten Aussage Satz 3.1.1 in

Kapitel 3.)

Pr

�

azisierung dieser Aussagen. Betrachtet man die beiden Theorien PreAZ und PreAN

in der oben f

�

ur TAZ exakt festgelegten Weise als Tripel PreAZ

((M))

=

�

�

PreAZ

((M))

,

Fo

PreAZ

((M))

,Thm

PreAZ

((M))

�

bzw. als Tripel PreAN

((M))

=

�

�

PreAN

((M))

,Fo

PreAN

((M))

,

Thm

PreAN

((M))

�

, so sollen die Aussagen von Satz 2.6.1 und von Satz 2.6.2 zuerst nur

als die beiden pr

�

azisen Aussagen

"

Es gibt ein d

1

2 R , d

1

> 0 so, da� Thm

PreAZ

((M))

2 DSpace(2

2

d

1

n

) \,

bzw.

"

Es gibt ein c

2

2 R , c

2

> 0 so, da� Thm

PreAZ

((M))

=2 NTime(2

2

c

2

n

) \

aufgefa�t werden. Da diese Aussagen aber invariant unter �

pl

-

�

aquivalenten Formel-

schreibweisen, d.h. Formelsprachen Fo

T

((M))

(f

�

ur verschiedene Festlegungen von T

((M))

in

Rechenmaschinen-behandelbarer Form (f

�

ur T = PreAZ;PreAN )) sind und da es au�er-

dem wohl gerechtfertigt ist, anzunehmen, da� die in �

pl

-Reduktionen von Formelsprachen

sinnvoller Formelschreibweisen vorkommenden Parameter (Konstanten c; d 2 R , c; d > 0

und Polynome p) allesamt gemeinsam (geeignet) nach oben beschr

�

ankt werden k

�

onnen,

deshalb gelten diese Aussagen auch in einer unrelativierten, von einer bestimmten (sinn-

vollen) Formelsprache f

�

ur diese Theorien unabh

�

angigen Form. Das ist die Begr

�

undung

und die Bedeutung der in den S

�

atzen vorkommenden Gestalt der Behauptung

�

uber die

Entscheidungskomplexit

�

at der jeweiligen Theorie, wobei darin auf die Theorien selbst und

nicht auf bestimmte, daf

�

ur festgelegte Formel-(und Theorem-)sprachen Bezug genommen

wird. (Diese dabei in den obigen S

�

atzen verwendete Schreibweise wird f

�

ur die Darstellung

von die Entscheidungskomplexit

�

at formal-logischer Theorien betre�enden Aussagen in der

Literatur aber h

�

au�g in dieser pr

�

agnanten, jeoch unpr

�

azisen Weise verwendet.)

Die hier mitgeteilte Behauptung, da� sich die beiden Aussagen

"

Es gibt ein d 2 R ,

d > 0, soda� L 2 DSpace(2

2

dn

)\ und

"

Es gibt ein c 2 R , c > 0, soda� L =2 NTime(2

2

cn

)\

33

Bei der Darstellung dieser Ergebnisse handelt es sich um sehr gebr

�

auchliche abk

�

urzende Schreibweisen,

die im folgenden pr

�

azisiert werden.

34

(Vgl. [FeRa73].)

35

(Vgl. [FiR74] und das Kapitel 3 dieser Arbeit.)
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f

�

ur Sprachen L � � (� ein Symbolalphabet) unter �

pl

-

�

aquivalenten Transformationen

L �

pl

L

0

, L � (�)

�

(� ein Symbolalphabet)

�

ubertragen, wird implizit in Satz 2.6.4 be-

wiesen. (F

�

ur die oben ausgesprochene Behauptung

�

uber die

�

Ubertragbarkeit von Kom-

plexit

�

atsaussagen bez

�

uglich verschiedener sinnvoller Formelsprachen f

�

ur eine Theorie ist

es au�erdem n

�

otig, von der (allerdings zumeist unmittelbar erreichbaren) Voraussetzung

auszugehen, da� die betrachteten POLY LIN -Transformationen von Formelsprachen auch

ebensolche Reduktionen bzw. Transformationen der beteiligten Theoremsprachen sind

bzw. darauf de�nieren.)

Satz 2.6.1 gibt eine obere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von

PreAZ bez

�

uglich deterministischem Turing-Speicherplatzbedarf an, die von doppelt-

exponentiell-linearer Gestalt ist. Daraus folgt wegen DSpace(f(n)) � NSpace(f(n)) �

� DTime(ExL(f(n)) (f

�

ur alle Funktionen f(n)) jedenfalls eine dreifach-exponentiell-

lineare obere Schranke bez

�

uglich deterministischer Turing-Rechenzeit. Satz 2.6.1 geht

auf J. Ferrante und Ch. Racko� zur

�

uck ([FeRa73]), die ein Quantoreneliminationsver-

fahren f

�

ur PreAZ von D. Cooper ([Coo72]) und eine Komplexit

�

atsanalyse dieses Ver-

fahrens durch D. Oppen ([Opp73]) dabei verwendet haben. (Eine weitere Darstellung

dieses Verfahrens gaben Ferrante und Racko� in der Form eines|ebenfalls auf den bei-

den anderen Arbeiten aufbauenden bzw. entsprechend konstruierten|Ehrenfeucht-game-

Entscheidungsverfahrens f

�

ur PreAZ (bzw. f

�

ur Th(hZ; 0; 1;+; <i)) in [FeRa79]).

Satz 2.6.1 erfa�t das bekannte Resultat von M. Fischer und M. Rabin in [FiR74], das

aussagt, da� PreAN eine doppelt-exponentiell-lineare untere Schranke ihrer Entschei-

dungskomplexit

�

at bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen be-

sitzt. Eine Aufarbeitung von [FiR74] ist Gegenstand von Kapitel 3 dieser Arbeit.

Sieht man vorerst von der Tatsache ab, da� sich die obere Schranke in Satz 2.6.1

bzw. die untere Schranke in Satz 2.6.2 auf zwei verschiedene Theorien beziehen, so ist

die zwischen diesen beiden Aussagen bestehende L

�

ucke im wesentlichen eine zwischen den

Klassen NTime(EEXL) und (der diese umfassenden Klasse) DSpace(EEXL) m

�

ogli-

cherweise tats

�

achlich vorhandene L

�

ucke. Wegen einer Aussage von A. Chandra, D. Kozen

und L. Stockmeyer

36

gilt jedenfalls NTime(EEXL) � DSpace(EEXL). Es ist jedoch

nicht gewi�, da� zwischen diesen beiden Klassen wirklich eine strikte Inklusion besteht,

da� also wirklich NTime(EEXL) $ DSpace(EEXL) gilt. Im Lichte dieser o�enen Frage

k

�

onnten nun eine untere Schranke aus EEXL bez

�

uglich nichtdeterministischer Turing-

Rechenzeit und eine obere Schranke aus EEXL bez

�

uglich deterministischem Turing-

Speicherplatzbedarf f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theorie T als einander bis

auf die L

�

osung eines tief-liegenden komplexit

�

atstheoretischen Problems gen

�

ugend gen

�

ahert

36

F

�

ur jede Funktion mit T (n) � n (f

�

ur alle n 2 N

0

) gilt: ATime(T (n)) � DSpace(T (n)) �

�

[

c2R; c>0

ATime( c (T (n))

2

), vgl. [CKS81]. Weiters gilt nat

�

urlich auch die Aussagekette: NTime(T (n))=

=ATimeAlter(T (n);1) � ATime(T (n)).
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betrachtet werden. Dies bezieht sich aber nur auf Komplexit

�

atsklassen bez

�

uglich sequen-

tiellen Turingmaschinen und auch hier w

�

aren vielleicht noch Verfeinerungen bez

�

uglich

Komplexit

�

atsklassen, die durch gleichzeitiges Betrachten von Rechenzeit und Speicher-

platzbedarf de�niert sind, vorstellbar.

Im Fall von ausschlie�lich betrachteter Rechenzeit l

�

a�t sich die L

�

ucke, die zwischen

Komplexit

�

atsaussagen vom Typ von Satz 2.6.2 und von Satz 2.6.1 (sehr wahrscheinlich)

besteht, als die zwischen NTime(EEXL) und DTime(EEEXL) (eher noch wahrschein-

licher) existierende darstellen (bzw. darauf erweitern). Diese l

�

a�t sich mit der ebenfalls

noch ungekl

�

arten Frage in Verbindung bringen, ob es Sprachen L gibt, f

�

ur deren Erken-

nung durch eine deterministische Turingmaschine wirklich exponentieller Mehraufwand

bez

�

uglich ben

�

otigter Rechenzeit gegen

�

uber der Erkennung von L durch eine nichtdetermi-

nistische Turingmaschine erforderlich ist.

Es stellt sich nun die Frage, ob die Situation einer solchen m

�

oglicherweise (vorerst) un-

ausweichlichen L

�

ucke bei der Charakterisierung des Entscheidungsaufwandes f

�

ur PreAN

und PreAZ mittels nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit nach unten und determini-

stischem Turing-Speicherplatzbedarf nach oben hier tats

�

achlich vorliegen kann, d.h. ob

sich die Komplexit

�

atsaussagen aus Satz 2.6.1 und Satz 2.6.2 auf die jeweils andere Theorie

�

ubertragen lassen (mit Schrankenfunktionen vom selben Wachstumsverhalten). { Es wird

gezeigt werden, da� solche

�

Ubertragungen m

�

oglich sind.

Dem dabei verwendeten Vorgehen liegt die folgende, hier speziell f

�

ur �

pl

-Reduktionen

(die im kommenden die Hauptrolle spielen) angestellte

�

Uberlegung zugrunde, die aber

typisch f

�

ur die Verwendung von Reduzierbarkeiten in der Komplexit

�

atstheorie ist:

Falls f

�

ur zwei Sprachen A, B mit A � �

�

1

, B � �

�

2

(�

1

, �

2

endliche Alphabete) A �

pl

B

via f mit f : �

�

1

! �

�

2

gilt, so kann zu jedem EntscheidungsverfahrenM

B

f

�

urB auf folgende

Weise ein Entscheidungsverfahren M

A

f

�

ur A konstruiert werden: Ausgehend von x 2 �

1

konstruiertM

A

zuerst f(x) (das ist wegen f 2 POLY LIN

"

praktisch durchf

�

uhrbar\) und

setzt dann M

B

zur Entscheidung von f(x) ein.

Auf diese Weise kann (mit Hilfe einer genauen Aufwandsabsch

�

atzung zur Berechnung

von f und einer L

�

angenabsch

�

atzung f

�

ur f(x)) jedenfalls immer eine obere Schranke f

�

ur

den zur Entscheidung von A n

�

otigen Aufwand aus einer oberen Schranke f

�

ur den Auf-

wand von B gewonnen werden. (Es ist dabei nat

�

urlich nicht sichergestellt, da� durch eine

solche

�

Ubertragung immer eine brauchbare und m

�

oglichst niedrige obere Schranke f

�

ur die

Entscheidungskomplexit

�

at von A erzielt wird, auch wenn von einer Schranke mit dieser

Eigenschaft f

�

ur B ausgegangen wird).

Umgekehrt kann eine �

pl

-Reduzierbarkeit A �

pl

B u.U. aber auch dazu dienen, aus

einer unteren Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von A eine untere Schranke f

�

ur

die Entscheidungskomplexit

�

at von B zu gewinnen. Und zwar dadurch, da� die Annahme

der Existenz eines Entscheidungsverfahrens M

B

f

�

ur B mit einem bestimmten Aufwand

auf einen Widerspruch zu einer f

�

ur A (unabh

�

angig) erzielten unteren Schranke gef

�

uhrt

wird, damit, da� von M

B

ausgehend wie oben durch die Verwendung der Reduzierbarkeit
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A �

pl

B via einer Funktion f ein Entscheidungsverfahren M

A

f

�

ur A konstruiert wird,

dessen (hypothetischer) Aufwand der unteren Schranke f

�

ur A widerspricht.

Nun kann im Fall der Theorien PreAN und PreAZ die Aussage `

PreAN

A ,

, `

PreAZ

A

R

(Lemma 2.4.2 und dessen Umkehrung, die wegen der Vollst

�

andigkeit

dieser Theorien gilt) dazu verwendet werden, um PreAN �

pl

PreAZ, bzw. genauer,

um Thm

PreAN

�

pl

Thm

PreAZ

einzusehen und nachzuweisen. Diese Reduzierbarkeit wird

sp

�

ater in Satz 2.6.4 (in eher unausgesprochenem Sinn) auf die zuerst beschriebene zwei-

fache Weise zur

�

Ubertragung von Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at zwischen

PreAN und PreAZ verwendet. Und zwar zur

�

Ubertragung der oberen Schranke aus

Satz 2.6.1 f

�

ur PreAZ zu einer analogen oberen Schranke Schranke f

�

ur PreAN , sowie zur

�

Ubertragung der unteren Schranke f

�

ur PreAN aus Satz 2.6.2 zu einer gleich-gestaltigen

und analogen unteren Schranke f

�

ur PreAZ. (Es sollte hierbei aber angemerkt werden, da�

die den S

�

atzen Satz 2.6.1 und Satz 2.6.2 zugrundeliegenden Arbeiten es auch erm

�

oglichen

w

�

urden, die entsprechenden Ergebnisse ebenfalls f

�

ur die jeweils andere Theorie auszuspre-

chen und mit geringem Mehraufwand zu beweisen.)

Vor der Darstellung der erw

�

ahnten

�

Ubertragungsaussage soll jedoch noch gezeigt wer-

den, da� die Entscheidungskomplexit

�

at der beiden Theorien PreAN und PreAZ noch

enger (als durch analog-gestaltige obere und untere Schranken) zusammenh

�

angen bzw. ge-

koppelt sind. Die Reduzierbarkeit PreAN �

pl

PreAZ l

�

a�t n

�

amlich die M

�

oglichkeit o�en,

da� PreAZ vielleicht deutlich schwieriger

37

zu entscheiden w

�

are als PreAN (:

"

deutlich

schwieriger\ im daf

�

ur sp

�

ater wegen der Ergebnis

�

ubertragung nur mehr in Frage kommen-

den, (etwa) durch NTime(EEXL) nach unten und DSpace(EEXL) nach oben einge-

grenzten Bereich, in dem Thm

PreAN

und Thm

PreAZ

nach den Aussagen von Satz 2.6.1,

Satz 2.6.2 und Satz 2.6.4 (aus dem folgenden) zugleich enthalten sind). { Es stellt sich

aber heraus, da� dies nicht der Fall ist, da sich auch PreAZ �

pl

PreAN beweisen l

�

a�t.

Lemma 2.6.3. PreAN �

pl

PreAZ.

Pr

�

azisierung. Betrachtet man die in Abschnitt 2 und in Abschnitt 3 de�nierten Theo-

rien PreAZ und PreAN im Rahmen der Untersuchung ihrer Entscheidungskomple-

xit

�

at als Tripel PreAZ

((M))

=

�

�,Fo,Thm

PreAZ

((M))

�

bzw. als Tripel PreAN

((M))

=

�

�,Fo,

Thm

PreAN

((M))

�

, mit

� := �

G

PreA

n

�

�;�;�

N

; U

INZ

;

1

;�; <

	

;

Fo := L(G

PreA

) j

�

;

Thm

T

((M))

:=

�

A 2 Fo

T

= `

T

A

(A)

	

(f

�

ur T = PreAN;PreAZ) ;

37

Diese M

�

oglichkeit k

�

onnte|von vorne herein|ja auch von der amAnfang von Abschnitt 4 dargestellten,

praktischen Beobachtung unterst

�

utzt sein, da� es einfacher zu sein scheint, ein QE-Verfahren f

�

ur PreAZ

zur Entscheidung von Formeln von PreAN zu nutzen (und damit auch ein solches QE-Verfahren f

�

ur

PreAZ zu einem QE-Verfahren f

�

ur PreAN umzugestalten) als umgekehrt.
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wobei G

PreA

und �

PreA

auf zu Beginn dieses Abschnitts erfolgte Festsetzungen verweisen,

so soll die Aussage des Lemmas exakt als

Thm

PreAN

((M))

�

pl

Thm

PreAZ

((M))

verstanden werden, d.h. als die Behauptung der G

�

ultigkeit (der Konjunktion) der bei-

den Aussagen Thm

PreAN

((M))

�

pl

Thm

PreAZ

((M))

und Thm

PreAZ

((M))

�

pl

Thm

PreAN

((M))

.

{ Nur in dieser pr

�

azis formulierten Gestalt wird der Beweis des Lemmas hier skizziert. In

weniger pr

�

azisem Sinn kann das Lemma aber durchaus auch so verstanden werden, da� sich

auf analoge, dem unten beschriebenen Beweisweg folgende Weise die gegenseitige �

pl

-Re-

duzierbarkeit der beiden Theorien leicht auch bez

�

uglich variierter Formelsyntax zeigen

l

�

a�t (etwa f

�

ur eine Syntax, die sich auf im Gegensatz zu den hier vorgestellten Formel-

grammatiken, Grammatik 1.3.1 und Grammatik 2.6.1, auf die Schreibweise von Formeln in

nicht-pr

�

anexer, sondern Klammerungsschreibweise gr

�

undet). Umgekehrt r

�

uhrt diese (hier

verwendete und vielerorts gebr

�

auchliche) Schreibweise im Lemma auch davon her, da� die

(behauptete) �

pl

-Reduzierbarkeit der Theoremsprachen dieser Theorien als Schreibweise

eng mit den in den Namen dieser Theorien steckenden allgemeinen Bezeichnungen von

Theorien der Additionsarithmetik verkn

�

upft und in einer von einer einzigen konkreten

Formelsprache unabh

�

angigen Form ausgedr

�

uckt werden sollte.

Beweisskizze. PreAZ

((M))

, PreAN

((M))

und insbesondere auch �, Fo, Thm

PreAN

((M))

und Thm

PreAZ

((M))

seien wie in der Pr

�

azisierung des Lemmas.

(1) Die einfacher nachzuweisende Richtung in der Aussage des Lemmas besteht im Nach-

weis von Thm

PreAN

((M))

�

pl

Thm

PreAZ

((M))

:

Hierf

�

ur ist eine POLY LIN -Funktion f mit der Eigenschaft

(8w 2 �

�

)

�

w 2 Thm

PreAN

() f(w) 2 Thm

PreAZ

�

(2.19)

anzugeben. Eine solche ist nun leicht mit Hilfe von Lemma 2.4.2 und dessen Umkeh-

rung, insgesamt der Aussage

`

PreAN

A () `

PreAZ

A

R

; (2.20)

zu de�nieren: Und zwar durch

f : �

�

! �

�

w 7!

(

w : : : w 2 �

�

n Fo

A

R

: : : es existiert ein A 2 Fo mit w =A

(wobei A

R

f

�

ur alle Formel-W

�

orter A 2 Fo analog zu De�nition 2.4.1 de�niert sei)

erkl

�

art. Nun l

�

a�t sich aber sowohl die Tatsache, da� f linear beschr

�

ankt ist (z.B.
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mit multiplikativer Konstante 9), als auch f 2 POLY LIN einfach durch den in De-

�nition 2.4.1 rekursiv festgelegten Zusammenhang zwischen den Formeln A und A

R

einsehen bzw. beweisen. Ebenso ist durch die obige De�nition von f die G

�

ultig-

keit von (2.19) durch den Verweis auf (2.20) (und die Tatsache, da� eine analoge

entsprechende Aussage auch f

�

ur Formel-W

�

orter A;A

R

2 Fo, n

�

amlich

A 2 Thm

PreAN

((M))

() A

R

2 Thm

PreAZ

((M))

gilt) garantiert.

(2) PreAZ �

pl

PreAN , d.h. genau: Thm

PreAZ

((M))

�

pl

Thm

PreAN

((M))

38

:

In dieser Richtung des Lemmas (die nicht ebenso unmittelbar einsehbar ist) geht

in entscheidender Weise ein, da� nicht nur PreAN in PreAZ interpretierbar ist

(was vermittels der Interpretation INZ aus Satz 2.4.4 der Richtung (1) im Beweis

entspricht), sondern, da� auch PreAZ in PreAN interpretierbar ist, n

�

amlich mit

Hilfe der Interpretation IZN von PreAZ in PreAN

(IZN)

aus Satz 2.4.5.

Wegen dieser Interpretation IZN gibt es also zu jeder Formel A von PreAZ eine

Formel A

(IZN)

von PreAN

(IZN)

mit

`

PreAZ

A () `

PreAN

(IZN)

A

(IZN)

(2.21)

(hierbei folgt

"

)\ aus der Aussage des \Interpretation Theorems", da IZN In-

terpretation PreAZ in PreAN

(IZN)

ist, und

"

(\, also, da� es sich dabei um eine

Interpretation handelt, die faithful ist, unter Zuhilfenahme der Vollst

�

andigkeit dieser

Theorien).

Da PreAN

(IZN)

de�nitorische Erweiterung von PreAN ist, existiert nat

�

urlich f

�

ur

jede Formel A

(IZN)

auch ihre Translation (A

(IZN)

)

�

nach PreAN , f

�

ur die jedenfalls

auch gilt:

`

PreAN

(IZN)

A

(IZN)

() `

PreAN

(A

(IZN)

)

�

: (2.22)

Insgesamt gilt damit wegen (2.21) und (2.22)

`

PreAZ

A () `

PreAN

(A

(IZN)

)

�

; (2.23)

und unter Zuhilfenahme dieser Aussage k

�

onnte

�

ahnlich wie in (1) eine polynomial-

Zeit-berechenbare Reduktionsfunktion von Thm

PreAZ

((M))

auf Thm

PreAN

((M))

de�-

niert werden.

38

Diese Richtung des Lemmas folgt (auf ganz anderem Weg) auch aus dem im folgenden in Satz 2.6.6

dargestellten Ergebnis von [Be80] der Vollst

�

andigkeit von PreAN in der Klasse ATimeAlter(EEXL;LIN)

unter �

pl

-Reduktionen zusammen mit PreAZ 2 ATimeAlter(EEXL;LIN), einer sich als Folgerung aus

[FeRa73] und insbesondere aus [FeRa79] ergebenden Aussage.
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Allerdings ist von einer so de�nierten Funktion nicht gesichert, da� sie linear-

beschr

�

ankt ist und bei naiver (d.h. wie gebr

�

auchlicher) Wahl von Translationsformeln

ist diese Eigenschaft auch tats

�

achlich anhand vieler angebbarer Beispiele verletzt

39

Dennoch kann unter Verwendung spezieller Eigenschaften der Theorien der Pres-

burger Arithmetik (etwa der Assoziativit

�

at und der Kommutativit

�

at von Termen

bez

�

uglich +) zu A

(IZN)

immer eine Formel (A

(IZN)

)

��

in PreAN mit

`

PreAN

(IZN)

A

(IZN)

() `

PreAN

(A

(IZN)

)

��

und also auch mit

`

PreAZ

A () `

PreAN

(A

(IZN)

)

��

; (2.24)

sowie der Eigenschaft

(9 c 2 N ) (8A Formel von PreAZ )

�

�

�

((A

(IZN)

)

��

)

((M))

�

�

� c �

�

�

A

((M))

�

�

�

; (2.25)

angegeben werden und dann auch immer in polynomialer Rechenzeit (und mit linea-

rem Speicherplatzbedarf) berechnet werden.

Die Formel (A

(IZN)

)

��

) entsteht dabei aus A

(IZN)

durch die Ausf

�

uhrung der folgen-

der Schritte:

(S1) In A

(IZN)

werden alle atomaren Formeln U

IZN

a (die wegen des de�nieren-

den Axiomes U

IZN

x$ 0 = 0 von U

IZN

in PreAN

(IZN)

zur Entscheidung un-

wesentlich sind) weggelassen, und die Formel wird daraufhin aussagenlogisch

weitestm

�

oglich verk

�

urzt (im Extremfall zu 0 = 0 oder zu 0 = 1).

Die resultierende Formel sei C.

(S2) In C werden alle atomaren Formeln a = b und a< b durch atomare Formeln

a

0

= b

0

bzw. a

0

< b

0

ersetzt, wobei die Terme a

0

bzw. b

0

jeweils von der Gestalt

a

0

� a

1

x

1

� : : : � a

n

x

n

bzw. b

0

� b

1

y

1

� : : :� b

m

y

m

39

Es scheint allgemein (gerade auch bei Zugrundelegung des formalen Systems von [Shoe67] und dem

dort eingeschr

�

ankteren Begri� von de�nitorischen Erweiterungen) nicht m

�

oglich zu sein, in allen F

�

allen

von de�nitorischen Erweiterungen T

0

einer Theorie 1. Ordnung T eine �

pl

-Reduktion der Theoremsprache

der erweiterten Theorie T

0

auf diejenige der Grundtheorie T vermittels Translationsformeln (in deren

Wahl immer viele Freiheiten bestehen) zu �nden. { In vielen F

�

allen sind solche �

pl

-Reduktionen unter

Verwendung spezieller formaler (: die Art der nichtlogischen Symbole in T , T

0

betre�ender) und inhaltlicher

(: die Beweisbarkeit von Formeln in T , T

0

betre�ender) Eigenschaften von T und T

0

trotzdem konstruierbar

sein.
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(n;m 2 N

0

, a

0

; : : : ; a

n

; b

0

; : : : ; b

m

2 N , x

1

; : : : ;x

m

und y

1

; : : : ;y

m

jeweils ver-

schiedene Variable) sind und `

PreAN

(IZN)

a = a

0

sowie `

PreAN

(IZN)

b = b

0

gilt

(d.h. also, da� a

0

bzw. b

0

aus a bzw. b jeweils durch Umgruppierung bez

�

uglich

� und Zusammenfassen der jeweils darin vorkommenden Variablen entstehen).

Die resultierende Formel sei C

�

.

(S3) Nun erst wird zu C

�

eine Translationsformel C

��

von PreAN

(IZN)

nach

PreAN auf genau pr

�

azisierte Weise gefunden. Hierf

�

ur werden die de�nie-

renden Axiome f

�

ur � und < in PreAN

(IZN)

mit y = x

1

� x

2

$ D

1

und

x

1

< x

2

$ D

2

(mit sich aus dem Beweis zu Satz 2.4.5 ergebenden Formeln

D

1

und D

2

40

) abgek

�

urzt geschrieben.

C

��

entstehe nun aus C

�

durch Ersetzung jeder atomaren Teilformel in C

��

der

Gestalt

a

0

� a

1

x

1

� : : :� a

n

x

n

< b

0

� b

1

y

1

� : : :� b

m

y

m

durch

9 z

1

�

D

0

1

[a

0

; a

1

x

1

; z

1

] & 9 z

2

�

D

0

1

[z

1

; a

2

x

2

; z

2

] & 9 z

1

�

D

0

1

[z

2

; a

3

x

3

; z

1

] & : : :

: : : & 9 z

1=2

�

D

0

1

[z

2=1

; a

n

x

n

; z

1=2

]

& 9w

1

�

D

0

1

[b

0

; b

1

y

1

;w

1

] & 9w

2

�

D

0

1

[w

1

; b

2

y

2

;w

2

] & 9w

1

�

: : :

: : : & 9w

1=2

�

D

0

1

[w

2=1

; b

m

y

m

;w

1=2

]

& D

0

2

[z

1=2

;w

1=2

]

�

: : :

� � � �

: : :

� � �

;

wobei z

1

; z

2

;w

1

;w

2

jeweils von x

1

; : : : ;x

n

und y

1

; : : : ;y

m

verschiedene Va-

riablen mit kleinstm

�

oglichen Indizes sind, wobei weiters Formeln D

1

[a

1

;a

2

;a

3

]

abgek

�

urzte Schreibweisen f

�

ur Formeln (D

1

)

x

1

;x

2

;y

; [a

1

;a

2

;a

3

] darstellen, wei-

ters D

0

1

aus D

1

durch Umbenennung gebundener Variablen entsteht (und die

neuen gebundenen Variablen kleinstm

�

ogliche Indizes haben :), soda� alle Sub-

stitutionen sinnvoll m

�

oglich sind (das ist sicher dann der Fall, wenn inD

0

1

keine

der Variablen x

1

; : : : ;x

n

, y

1

; : : : ;y

n

, z

1

; z

2

;w

1

;w

2

mehr gebunden erscheinen),

ebensoD

0

2

durch Umbenennung von gebundenen Variablen ausD

2

entsteht, so-

da� darin z

1

; z

2

;w

1

;w

2

nicht gebunden vorkommen und z

1=2

; z

2=1

;w

1=2

;w

2=1

f

�

ur die Variablen z

2

bzw. z

1

, z

1

bzw. z

2

, w

2

bzw. w

1

, w

1

bzw. w

2

stehen,

abh

�

angig davon, ob m und n jeweils gerade bzw. ungerade sind.

Weiters werden in C

�

atomare Formeln mit Pr

�

adikatssymbol = auf analoge

(und sogar einfachere Weise) ersetzt.

40

Hierbei werden die De�nitionsformeln auf der rechten Seite der de�nierenden Axiomen f

�

ur die Symbole

� und < im Beweis zu Satz 2.4.5 durch das Ausdr

�

ucken von Kongruenzen mit Hilfe

�

aquivalenter Formeln

in PreAN (Translationen von PreAN

0

nach PreAN) neu angeschrieben.



128 KAPITEL 2. PRESBURGER ARITHMETIK

Die insgesamt resultierende Formel C

��

ist dann die gesuchte Translationsfor-

mel (A

(IZN)

)

��

.

Mit Hilfe der so erfolgten Festsetzung der Formel (A

(IZN)

)

��

kann nun ei-

ne POLY LIN -Funktion f : �

�

! �

�

, die die �

pl

-Reduktion Thm

PreAZ

((M))

�

pl

�

pl

Thm

PreAN

((M))

durchf

�

uhrt, durch eine Zuordnung der Gestalt A 7! (A

(IZN)

)

��

bestimmt werden, und zwar mit der Setzung

f : �

�

! �

�

w 7!

(

w : : : w 2 �

�

n Fo

(A

(IZN)

)

��

: : : es existiert ein A 2 Fo mit w =A

(wobei (A

(IZN)

)

��

f

�

ur alle Formel-W

�

orter A 2 Fo analog wie (A

(IZN)

)

��

in Bezie-

hung zu A de�niert sei). Die f

�

ur f 2 POLY LIN notwendige (und f

�

ur einen Beweis

hier wesentliche) Eigenschaft von f , linear-beschr

�

ankt zu sein, l

�

a�t sich durch ei-

ne genaue Absch

�

atzung der L

�

ange von (A

(IZN)

)

��

in Abh

�

angigkeit von jAj (und

insbesondere nur in Abh

�

angigkeit von

�

�

A

(IZN)

�

�

) einsehen bzw. beweisen.

}

Satz 2.6.4. (i) Es gibt ein d

2

2 R , d

2

> 0 so, da� PreAN 2 DSpace

�

2

2

d

2

n

�

.

(ii) Es gibt ein c

1

2 R , c

1

> 0 so, da� PreAZ =2 NTime

�

2

2

c

1

n

�

.

Beweis. Seien PreAZ

((M))

, PreAN

((M))

wie in der Pr

�

azisierung zu Lemma 2.6.3 (der

Index

((M))

wird im Beweis hier der K

�

urze halber immer weggelassen); insbesondere sei �

das dort festgelegte Formelalphabet dieser Theorien.

Zum Beweis wird die �

pl

-Reduzierbarkeit Thm

PreAN

�

pl

Thm

PreAZ

aus Lemma 2.6.3

bei der

�

Ubertragung der oberen Schranke f

�

ur PreAZ aus Satz 2.6.1 zur oberen Schranke

f

�

ur PreAN in Aussage (i) und bei der

�

Ubertragung der unteren Schranke f

�

ur PreAN aus

Satz 2.6.2 zur unteren Schranke f

�

ur PreAZ in Aussage (ii) verwendet.

Wegen Thm

PreAN

�

pl

Thm

PreAZ

(vgl. dazu Lemma 2.6.3) existiert g : �

�

! �

�

so,

da� g 2 POLY LIN und eine deterministische IOTM M , die g berechnet, sowie C;D 2 N

und p 2 N

0

[x] existieren, mit der Eigenschaft, da� f

�

ur alle x 2 �

�

gilt:

x 2 Thm

PreAN

, g(x) 2 Thm

PreAZ

;

jg(x)j � C � jxj ;

RZ

M

(x) � p(jxj) ;

SP

M

(x) � D � jxj :

(2.26)

Seien g;M;C;D entsprechend gew

�

ahlt.
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ad (i): Wegen Satz 2.6.1 gibt es eine deterministische IOTM M

1

mit Eingabealphabet �,

die f

�

ur ein d

1

2 R , d

1

> 0 die Sprache Thm

PreAZ

mit Speicherplatzschranke 2

2

d

1

n

akzeptiert; seien M

1

und d

1

entsprechend gew

�

ahlt.

Wird nun mit Hilfe von M und M

1

eine deterministische IOTM M

2

mit Eingabe-

alphabet � konstruiert, die im wesentlichen der Hintereinanderausf

�

uhrung M

1

�M

entspricht

41

, so akzeptiertM

2

genau Thm

PreAN

, es gilt dann n

�

amlich f

�

ur alle x 2 �

�

:

M

2

akzeptiert x ()

() M

1

akzeptiert g(x)

() g(x) 2 Thm

PreAZ

() x 2 Thm

PreAN

: (2.27)

(Wegen der Konstruktion von M

2

, L(M

1

) = Thm

PreAZ

und (2.26)). Der Speicher-

platzbedarf vonM

2

f

�

ur Eingabewort x 2 Thm

PreAN

kann nun auf folgende Weise ab-

gesch

�

atzt werden: Es gilt f

�

ur alle d

2

2 R , d

2

> 0 mit d

2

> d

1

� C und D

0

:= C +D

42

f

�

ur x 2 Thm

PreAN

SP

M

2

(x) � D

0

� jxj+ SP

M

1

(g(x)) �

ae

�

ae

D

0

� jxj+ 2

2

d

1

jg(x)j

�

� D

0

� jxj+ 2

2

d

1

Cjxj

�

ae

2

2

d

2

jxj

(wegen (2.26), der Konstruktion vonM

2

, der Annahme

�

uber die Speicherplatzschran-

ke von M

1

zur Erkennung von Thm

PreAZ

und einer einfachen Eigenschaft der ver-

wendeten Exponentialfunktion).

Damit folgt aber zusammen mit (2.27), da� M

2

die Sprache Thm

PreAN

mit Spei-

cherplatzschranke 2

2

d

2

jxj

f

�

ur d

2

2 R , d

2

> C � d

1

akzeptiert. Das bedeutet weiters

f

�

ur ein solches d

2

, da� Thm

PreAN

2 DSpace(2

2

d

2

n

) gilt, was der G

�

ultigkeit der hier

immer so verstandenen Pr

�

azisierung von (i) entspricht.

ad (ii): Wegen Satz 2.6.2 existiert ein c

2

2 R , c

2

> 0 so, da�

Thm

PreAN

=2 NTime(2

2

c

2

n

) (2.28)

41

Hiermit ist mit

"

im wesentlichen\ gemeint, da� M

2

so konstruiert wird: M

2

geht f

�

ur Eingabewort

x 2 �

�

zur Berechnung von f(x) zuerst wie M vor, schreibt f(x) jedoch nicht auf das Ausgabeband,

sondern auf ein daf

�

ur vorgesehenes leeres Arbeitsband und simuliert dann auf neuen, f

�

ur den Ablauf von

M bisher nicht ben

�

utzten Arbeitsb

�

andern M

1

so, da� jenes Arbeitsband, auf dem nun f(x) steht, zum

Zweck der Ausf

�

uhrung bzw. Simulation von M

1

als Eingabeband angesehen wird.

42

Wegen der Konstruktion von M

2

mu� nun die L

�

ange der Ausgabe f(x) von M in den von M

2

zur

Erkennung von x ben

�

otigten Speicherplatz eingerechnet werden.
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gilt; sei c

2

2 R , c

2

> 0 entsprechend gew

�

ahlt.

Werde im folgenden zeigen, da� die Annahme

Thm

PreAZ

2 NTime(2

2

c

1

n

) & c

1

<

c

2

C

& c

1

2 R (2.29)

f

�

ur c

1

2 R , c

1

> 0 auf einen Widerspruch zu (2.28) f

�

uhrt. Hierf

�

ur sei nun vorerst

dazu also angenommen, da� (2.29) f

�

ur ein c

1

2 R , c

1

> 0 gilt.

Dann existiert eine nichtdeterministische IOTMM

1

, die Thm

PreAZ

mit Rechenzeit-

schranke 2

2

c

1

n

akzeptiert. Durch eine analoge Vorgehensweise wie in (i) (mit dem

Unterschied, da� es sich beiM

1

undM

2

nun um nichtdeterministische IOTM's han-

delt und hier Interesse an deren Rechenzeit besteht) kann zu M

1

mit Hilfe von M

eine nichtdeterministische IOTM M

2

als Hintereinanderausf

�

uhrung von M

1

nach M

konstruiert werden, die genau Thm

PreAN

akzeptiert und f

�

ur deren Rechenzeit f

�

ur

Eingabew

�

orter x 2 Thm

PreAN

gilt:

Min�RZ

M

2

(x) � p(jxj) +Min�RZ

M

1

(g(x)) �

ae

�

ae

p(jxj) + 2

2

c

1

jf(x)j

�

� p(jxj) + 2

2

c

1

Cjxj

�

ae

2

2

c

2

jxj

(2.30)

(wegen der Konstruktion vonM

2

und (1), wegen der Rechenzeitschranke vonM

1

zur

Erkennung von Thm

PreAZ

, wegen (1) und wegen erneut einer einfachen Eigenschaft

der verwendeten Exponentialfunktion und c

1

� C < c

2

(vgl. (2.29))).

Da M

2

die Sprache Thm

PreAN

akzeptiert, mu� aber wegen (2.28) andererseits

2

2

c

2

jxj

<

io

Min�RZ

M

2

(x) (x 2 Thm

PreAN

) (2.31)

gelten, was aber in o�ensichtlichem Widerspruch zu (2.30) steht.

Deshalb mu� nun (2.29) verworfen werden, woraus

�

c

1

<

c

2

C

) Thm

PreAZ

=2 NTime(2

2

c

1

n

)

�

(f

�

ur alle c

1

2 R , c

1

> 0)

folgt. Hiermit ist nun aber die Existenz eines c

1

2 R , c

1

> 0 mit PreAZ =2

=2 NTime(2

2

c

1

n

), also (ii), gezeigt, falls man darunter erneut pr

�

azisiert genau diese

Existenz von c

1

2 R , c

1

> 0 mit Thm

PreAZ

=2 NTime(2

2

c

1

n

) versteht.

Die im Beweis zu Satz 2.6.4 erfolgte

�

Ubertragung von unteren und oberen Schranken

f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von Theorien mit Hilfe von �

pl

-Reduktionen ist ein

Spezialfall des folgenden (in [FeRa79] ungef

�

ahr so dargestellten) Lemmas, das sich in

allgemeinerer Weise auf Komplexit

�

atsschranken und Komplexit

�

atsklassen f

�

ur Erkennung

von formalen Sprachen bezieht.
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Lemma 2.6.5. Seien L

1

� �

�

1

, L

2

� �

�

2

zwei Sprachen, f

�

ur die L

1

�

pl

L

2

[bzw.

L

1

�

log�lin

L

2

] gilt. Sei f : N

0

! N

0

monoton wachsend. Dann gilt:

(i) Es gibt c; d 2 R , c; d > 0 und ein Polynom p(n), so, da�

L

2

2 DTime(f(n)) ) L

1

2 DTime(f(c n) + p(n)) ;

L

2

2 DSpace(f(n)) ) L

1

2 DSpace(f(c n) + dn)

[ bzw. L

1

2 DSpace(f(c n) + d log n) ] ;

L

2

2 NTime(f(n)) ) L

1

2 NTime(f(c n) + p(n)) ;

L

2

2 NSpace(f(n)) ) L

1

2 NSpace(f(c n) + dn)

[ bzw. L

1

2 NSpace(f(c n) + d log n) ] :

(ii) Umgekehrt gibt es ein Polynom p(n) und Konstanten c; d 2 R, c; d > 0 so, da�:

L

1

=2 DTime(f(n) + p(n)) ) L

2

=2 DTime(f(c n)) ;

L

1

=2 DSpace(f(n) + dn)

[ bzw. L

1

=2 DSpace(f(n) + d logn) ] ) L

2

=2 DSpace(f(c n)) ;

L

1

=2 NTime(f(n) + p(n)) ) L

2

=2 NTime(f(c n)) ;

L

1

=2 NSpace(f(n) + dn)

[ bzw. L

1

=2 NSpace(f(n) + d logn) ] ) L

2

=2 NSpace(f(c n)) :

Hinweis zum Beweis. Die Aussagen von (i) sind analog zu Satz 2.6.4, (i), die von (ii)

analog zu Satz 2.6.4, (ii), zu zeigen. Der Beweis von Satz 2.6.4, (i), erforderte n

�

amlich den

Nachweis von

L

2

2 DSpace(f(n)) ) L

1

2 DSpace(f(c n) + dn)

f

�

ur f(n) := 2

2

d

1

n

(d

1

wie von Satz 2.6.4,(i), behauptet), f

�

ur L

1

:= Thm

PreAN

und

L

2

:= Thm

PreAZ

und unter der durch Lemma 2.6.3 abgest

�

utzten Voraussetzung L

1

�

pl

L

2

zusammen mit wegen dieser Reduzierbarkeit existierenden, entsprechenden c; d 2 R ,

c; d > 0. Der Beweis von Satz 2.6.4, (ii), erforderte den Nachweis von

L

1

=2 NTime(f(n) + p(n)) ) L

2

=2 NTime(f(c n))

mit L

1

, L

2

wie oben, f(n) := 2

2

c

0

2

n

(0 < c

0

2

< c

2

, c

2

wie von Satz 2.6.2 behauptet) und

bestimmten, mit der �

pl

-Reduktion L

1

�

pl

L

2

in Zusammenhang stehenden p 2 N

0

[x] und

c 2 R , c > 0 (c der Kehrwert der in der Forderung der linearen Beschr

�

anktheit der

�

Ubertra-

gungsfunktion g (bzgl. L

1

�

pl

L

2

via g) vorkommenden multiplikativen Konstanten). }



132 KAPITEL 2. PRESBURGER ARITHMETIK

Die bislang wohl genaueste Klassi�zierung der Entscheidungskomplexit

�

at von PreAN

und PreAZ (bzw. der entsprechenden semantisch de�nierten Theorien Th(hN

0

; 0; 1;+; <i)

und Th(hZ; 0; 1;+; <i)) geht auf L. Berman ([Be80]) zur

�

uck und verweist auf eine

Komplexit

�

atsklasse bez

�

uglich alternierender Turingmaschinen. Es ist dies die Klasse

ATimeAlter(EEXL;LIN) von Sprachen, die von solchen alternierenden Turingmaschi-

nen akzeptiert werden k

�

onnen, deren Rechenzeit durch eine doppelt-exponentiell-lineare

Funktion 2

2

dn

(d > 0) beschr

�

ankt ist und f

�

ur die die Anzahl der Alternationen (ebenfalls

in Abh

�

angigkeit von der Eingabel

�

ange) linear beschr

�

ankt ist. F

�

ur diese Klasse gilt (nach

einem schon erw

�

ahnten Ergebnis in [CKS81])

DTime(EEXL) � NTime(EEXL) � ATimeAlter(EEXL;LIN) �

� DSpace(EEXL) ;

(2.32)

wobei es sich bei der Behauptung, da� jede der obigen Mengeninklusionen eine echte Inklu-

sion $ ist, zum aktuellen Zeitpunkt wohl immer noch um eine unbewiesenen Vermutung

handeln d

�

urfte.

Dasselbe d

�

urfte im gleichen Ausma� f

�

ur die verwandte Kette

2�EXPTIME � 2�NEXPTIME � 2�EH � ATimeAlter(EEXP;LIN) �

� 2�EXPSPACE = ATime(EEXP )

(2.33)

gelten, wobei die Bezeichnungen

2�EXPTIME := DTime(EEXP ) ;

2�NEXPTIME := NTime(EEXP ) ;

2�EH := ATimeAlter(EEXP;CON) ;

2�EXPSPACE := DSpace(EEXP ) ;

gelten.

Das Ergebnis von Berman in [Be80] erlaubt es nun, die Komplexit

�

at der Entscheidung

von PreAN bzw. von PreAZ mit den beiden Klassen ATimeAlter(EEXL;LIN) und

ATimeAlter(EEXP;LIN) gleicherma�en zu identi�zieren:

Satz 2.6.6 (Berman, 1979). PreAN , PreAZ

43

sind ATimeAlter(EEXL;LIN)-voll-

st

�

andig (bez

�

uglich �

pl

-Reduktionen) und ATimeAlter(EEXP;LIN)-vollst

�

andig (bez

�

ug-

lich �

pl

- und �

p

-Reduktionen).

43

Wird Satz 2.6.6 nur f

�

ur eine der beiden Theorien PreAN , PreAZ gezeigt, so ist wegen Lemma 2.6.3

klar, da� sich die Vollst

�

andigkeit in der betrachteten Klasse unter �

pl

- und �

p

-Reduktionen sofort auch

auf die jeweils andere Theorie

�

ubertr

�

agt. { Da sich [Be80] auf PreAN (bzw. auf Th(hN

0

; 0; 1;+; <i),
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Es scheint also so zu sein, da� der Entscheidungskomplexit

�

at von PreAN und PreAZ

eine im durch NTime(EEXL) und DSpace(EEXL) eingegrenzten Bereich liegende,

eindeutig

44

bestimmte Komplexit

�

atsklasse entspricht, die danach also zwischen jenen Klas-

sen liegt, auf die von Satz 2.6.1 und Satz 2.6.2 beschriebenen unteren und oberen Schranken

bez

�

uglich sequentiellen Turingmaschinen verweisen.

Nach Satz 2.6.6 gilt die Vollst

�

andigkeit von PreAN und PreAZ weiters sogar auch

bez

�

uglich der gr

�

o�eren Klasse ATimeAlter(EEXP;LIN) bez

�

uglich �

p

-Reduktionen

45

.

Diese Klasse ist umgekehrt durch die Entscheidungskomplexit

�

at der beiden Theorien der

Presburger Arithmetik zwischen 2�EH und 2�EXPSPACE wiederum weitgehend ge-

nau charakterisiert und bestimmt.

Es ist an dieser Stelle erw

�

ahnenswert und eine bemerkenswerte Tatsache, da� sich eine

Exponentialstufe unterhalb der Entscheidungskomplexit

�

at von PreAN und PreAZ, al-

so im Bereich zwischen einfach-exponentiell-beschr

�

ankter (nichtdeterministischer Turing-)

Rechenzeit und einfach-exponentiell-beschr

�

anktem (deterministischem oder nichtdetermi-

nistischem Turing-) Speicherplatzbedarf, eine v

�

ollig analoge Situation f

�

ur die ebenfalls

vollst

�

andige Theorie RA := Th(hR ; 0; 1;+i) der Additionsarithmetik reeller Zahlen zeigt

(die Vollst

�

andigkeit von RA folgt aus der von A. Tarski (ungef

�

ahr um 1930) gezeig-

ten Vollst

�

andigkeit der Theorie RA := Th(hR ; 0; 1;+; :i), der sp

�

ater so genannten Tarski

Algebra). Die Entscheidungskomplexit

�

at dieser Theorie wird ebenfalls in den Arbeiten

[FeRa73], [FiR74] und [Be80] (bzw. [BKR84]) behandelt und weitgehend genau ermittelt.

[FeRa73] erzielten ein Ergebnis der Gestalt RA 2 DSpace(2

dn

) f

�

ur ein reelles d > 0,

also die Existenz einer einfach-exponentiell-linearen oberen Schranke bez

�

uglich deter-

ministischem Turing-Speicherplatzbedarf. [FiR74] konnten die Existenz eines reellen

c > 0 mit RA =2 NTime(2

cn

) beweisen, also den Nachweis f

�

ur das Vorhandensein einer

einfach-exponentiell-linearen unteren Schranke bez

�

uglich nichtdeterministischer Turing-

Rechenzeit f

�

ur RA erbringen. [Be80] wiederum konnte die Vollst

�

andigkeit von RA in

Th(hN

0

; 0; 1;+i)bzw. Th(hN

0

; +i)) bezieht, reicht zur

�

Ubertragung dieses Ergebnisses f

�

ur PreAZ die Aus-

sage PreAN �

pl

PreAZ aus, also die einfach einzusehende Richtung in Lemma 2.6.3.

Die in Lemma 2.6.3 auf logischem Weg (wobei spezielle Eigenschaften der betrachteten arithmetischen

Theorien verwendet wurden) gezeigte Richtung PreAZ �

pl

PreAN folgt hingegen auch aus dem Ergebnis

von Berman unter der Verwendung von PreAZ 2 ATime(EEXL;LIN), einer Aussage, die sich aus dem

Beweis f

�

ur Satz 2.6.1 in [FeRa79] ergibt und auf die sich auch [Be80] f

�

ur seinen Beweis wesentlich bezieht

(bzw. auf eine PreAN betre�ende analoge, daraus sofort folgende Aussage) (vgl. hierzu auch Fu�note 38).

{ Dabei wird eine �

pl

-Reduktion von PreAZ auf PreAN allerdings tats

�

achlich nur auf sehr indirektem

Weg garantiert (die aber freilich|jedenfalls theoretisch|dennoch auch explizit gemacht werden k

�

onnte).

44

(Eindeutig etwa als jene Klasse, die die formale Sprache L = Thm

PreAN

(bzw. die Sprache

L = Thm

PreAZ

) zugleich mit allen Sprachen L

0

, f

�

ur die L

0

�

pl

L gilt, enth

�

alt.)

45

Die

�

Ubertragung der Vollst

�

andigkeit von PreAN und von PreAZ in ATimeAlter(EEXL;LIN)

unter �

pl

-Reduktionen (und damit auch unter �

p

-Reduktionen) zur Vollst

�

andigkeit in der Klasse

ATimeAlter(EEXP;LIN) bez

�

uglich �

p

-Reduktionen d

�

urfte [hierbei interpretiere ich|ohne ein vielleicht

n

�

otiges, sehr viel n

�

aheres Verst

�

andnis|Passagen in [Jo90], C.G.] durch die Anwendung von \padding"-

Methoden folgen.
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der Klasse ATimeAlter(EXL;LIN) (bez

�

uglich �

pl

-Reduktionen, und damit automatisch

auch bez

�

uglich �

p

-Reduktionen) zeigen (eine weitere Darstellung dieses Ergebnisses �ndet

sich in [BKR84]).

Insgesamt ergibt sich wieder ein zu (2.32) analoges Bild

DTime(EXL) � NTime(EXL) � ATimeAlter(EXL;LIN) �

� DSpace(EXL) ;

(2.34)

wobei erneut nicht bekannt ist, ob alle Inklusionen in dieser Kette|wie

�

uberwiegend an-

genommen wird|wirklich echte Inklusionen sind (DTime(EXL) 6= NTime(EXL) w

�

urde

z.B. aus P 6= NP folgen, nach [Jo90] ist aber noch kein Beweis f

�

ur einen solchen Schlu� in

umgekehrter Richtung gefunden worden). Die Entscheidungskomplexit

�

at von RA d

�

urfte

also wieder eine Komplexit

�

atsklasse bez

�

uglich alternierender Turingmaschinen zwischen

NTime(EXL) und DSpace(EXL) (jenen Klassen, auf die die obere und die untere

Schranke f

�

ur RA bez

�

uglich sequentiellen Turingmaschinen verweisen) eindeutig bestim-

men.

Bez

�

uglich einer Vergr

�

oberung (in etwa jeweils polynomialem Ausma�) ergibt sich wie-

der eine zu (2.33) analoge Situation

EXPTIME � NEXPTIME � EH � ATimeAlter(EXP;LIN) �

� EXPSPACE = ATime(EXP )

(2.35)

mit

EXPTIME := DTime(EXP ) ;

NEXPTIME := NTime(EXP ) ;

EH := ATimeAlter(EXP;CON) ; (2.36)

EXPSPACE := DSpace(EXP ) ;

wobei die Theorie RA erneut auch in ATimeAlter(EXP;LIN) (bez

�

uglich �

p

-Reduk-

tionen) vollst

�

andig ist

46

. EH steht in (2.36) im

�

ubrigen f

�

ur die

"

exponentielle Hierar-

chie\, eine zur polynomialen Hierarchie PH analog de�nierte Klasse (vgl. z.B. [Jo90]),

die durch den Aufwand von alternierenden Turingmaschinen mit exponentieller Rechen-

zeit und endlich vielen Alternationen charakterisiert werden kann (d.h. es gilt: EH=

=ATimeAlter(EXP;CON), vgl. z.B. [Jo90]).

F

�

ur die von M. Presburger urspr

�

unglich betrachtete Theorie TAZ

�

ubertr

�

agt sich, da

PreAZ Erweiterung von TAZ ist und daher jedes Entscheidungsverfahren f

�

ur PreAZ auch

46

Dies d

�

urfte erneut aus der Vollst

�

andigkeit von RA in ATimeAlter(EXL;LIN) bez

�

uglich �

p

-Reduktio-

nen durch die Anwendung eines \padding"-Argumentes folgen [wenn ich dabei abermals (vgl. Fu�note 45)

einem Zusammenhang in [Jo90] richtig folge, C.G.].
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alle Formeln von TAZ entscheidet, die PreAZ betre�ende obere Schranke von zweifach-

exponentiell-linearer Gestalt bez

�

uglich deterministischer Turing-Rechenzeit sofort auch auf

TAZ.

Andererseits ist durch die Arbeit [FiR74] von Fischer und Rabin noch nicht gekl

�

art,

ob eine zweifach-exponentiell-lineare untere Schranke auch f

�

ur die Entscheidungskomple-

xit

�

at von TAZ bez

�

uglich nichtdeterministischer Rechenzeit existiert. (Der von [FiR74] f

�

ur

PreAN gef

�

uhrte Beweis l

�

a�t sich allerdings schnell auch auf PreAZ

�

ubertragen, obwohl

eine solche Beweis

�

ubertragung im Licht von Satz 2.6.4, (ii) unn

�

otig ist). Fischer und Rabin

haben sich mit dieser einfachsten Theorie der Additionsarithmetik nicht besch

�

aftigt, ih-

re allgemeineren Ergebnisse w

�

urden f

�

ur TAZ nur eine einfach-exponentiell-lineare untere

Schranke bez

�

uglich nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit implizieren.

Dennoch gelingt es, das Ergebnis in [FiR74] f

�

ur PreAN auch auf TAZ mittels einer

Variation

47

des dort f

�

ur PreAN bzw. f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+i) gef

�

uhrten Beweises zu

�

ubertra-

gen (vgl. Kapitel 3, Abschnitt 3.7).

Satz 2.6.7. Es gibt ein c

3

2 R , c > 0 so, da� TAZ =2 NTime(2

2

c

3

n

).

(Diese Aussage entspricht im wesentlichen Satz 3.7.1, Kapitel 3, und wird dort darin

weitergehend pr

�

azisiert.)

Es sei an dieser Stelle als Gedanke zur m

�

oglichen Abrundung dieses Ergebnisses noch

bemerkt: Der Beweis f

�

ur die Vollst

�

andigkeit von PreAN in ATimeAlter(EXP;LIN) bzgl.

�

pl

-Reduktionen in [Be80] (bzw. dessen ungef

�

ahre Darstellung dort) legt [mir, C.G.] die

Vermutung nahe, da� sich diese Vollst

�

andigkeitseigenschaft auch auf TAZ

�

ubertragen las-

sen k

�

onnte. Und zwar deshalb, weil sich [Be80] dabei in wesentlichem Ausma� auf die in

[FiR74] f

�

ur PreAN (bzw. f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+i)) entwickelten Methoden bezieht, die|in

etwas variierter Form|beim Beweis von der Satz 2.6.7 entsprechenden Aussage Satz 3.7.1

in Abschnitt 3.7, Kapitel 3, auch f

�

ur TAZ angewendet werden konnten. { Diese Vermutung

m

�

u�te jedoch ausf

�

uhrlich

�

uberpr

�

uft werden und w

�

urde als Folgerung die Existenz einer

(aus rein logischer Sicht auf diese Theorien zuerst wohl recht unanschaulichen) �

pl

-Re-

duktion von PreAZ, einer Theorie der Additionsarithmetik ganzer Zahlen mit Ordnungs-

symbol, auf TAZ, eine Theorie der Addition ganzer Zahlen, in der ein Ordnungssymbol

substantiell fehlt, nach sich ziehen.

47

Die Andeutung einer Beweisidee f

�

ur MULT := SkA = Th(hN

0

; :i) =2 NTime

�

2

2

2

c

4

n

�

f

�

ur ein reelles

c

4

> 0 in [FiR74] legte [mir, C.G.] eine solche Variation nahe und andererseits die begr

�

undete Vermutung,

[FiR74] h

�

atten die Existenz der TAZ betre�enden unteren Schranke aus Satz 2.6.7 ebenfalls ausgesprochen,

wenn ihnen dieses Problem vorgelegt worden bzw. vor Augen gestanden w

�

are.









Kapitel 3

Aufarbeitung der Arbeit [FiR74]

Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht eine Aufarbeitung der Arbeit \Super-Exponential

Complexity of Presburger Arithmetic" von M.J. Fischer und M.O. Rabin (vgl. [FiR74] und

den Anhang A dieser Arbeit) aus dem Jahr 1974. Darin ist von den beiden Autoren als eines

der ersten Ergebnisse

�

uber die logischen Theorien inh

�

arente Entscheidungskomplexit

�

at die

Schwer-Entscheidbarkeit von zwei bekannten entscheidbaren logischen Theorien nachge-

wiesen worden. Und zwar erfolgte das f

�

ur die Theorie (1. Ordnung) RA := Th(hR ; 0; 1;+i)

der Additionsarithmetik auf den reellen Zahlen (deren Entscheidbarkeit aus einem weiter-

gehenden Ergebnis von A. Tarski aus den 30er-Jahren folgt) und f

�

ur die Theorie (1. Ord-

nung) Th(hN

0

; 0; 1;+i) der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen (die zu der axioma-

tisierten Theorie PreAN

1

�

aquivalent ist, vgl. Abschnitt 2.3, und deren Entscheidbarkeit

auf den in Kapitel 2 behandelten Resultaten von M. Presburger, 1928/29, beruht). Die

dabei von [FiR74] erzielten unteren Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at dieser

Theorien gelten bez

�

uglich nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit und sind im Fall von

RA von einfach-exponentiell-linearer Gestalt 2

cn

(f

�

ur ein reelles c > 0) und im Fall von

PreAN

1

bzw. Th(hN

0

; 0; 1;+i) bzw. PreAN (auf diese Theorie kann das Ergebnis so-

fort auch erweitert werden) von doppelt-exponentiell-linearer Gestalt 2

2

cn

(f

�

ur ein reelles

c > 0).

Aus diesen Schwer-Entscheidbarkeits-Aussagen konnten [FiR74] dann ziemlich unmit-

telbar auch Folgerungen f

�

ur die L

�

angen k

�

urzester Beweise in allen leicht-erkennbaren (: d.h.

in polynomialer Rechenzeit erkennbaren) Axiomatisierungen dieser Theorien ableiten (und

damit wohl in den allermeisten konkreten, logisch sinnvollen Axiomatisierungen dieser

Theorien). D.h. es wurde auch auf die Existenz unterer Schranken f

�

ur die L

�

angen k

�

urzester

Beweise in allen solchen Axiomatisierungen dieser Theorien geschlossen und zwar unte-

ren Schranken von jeweils der selben Gestalt (die als Funktionen jedoch etwas langsamer

wachsen) wie die f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at der entsprechenden Theorie zuvor er-

zielten. { Diese die L

�

angen k

�

urzester Beweise betre�enden Aussagen wurden dabei gerade

139
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durch die Tatsache erm

�

oglicht, da� die zuvor bewiesenen, die Schwer-Entscheidbarkeit der

jeweiligen Theorie ausdr

�

uckenden Ergebnisse gerade bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeter-

ministischer Turingmaschinen G

�

ultigkeit besitzen.

Zuletzt werden in [FiR74] als Verallgemeinerungen der geschilderten Aussagen mit

Erweiterungen der vorgestellten Methoden

�

ahnlich-gestaltige Komplexit

�

atsaussagen

�

uber

Theorien von bestimmten algebraischen Strukturen ausgesprochen und die daf

�

ur n

�

oti-

gen Beweisideen grob umrissen. Dabei wurde weiters auch eine doppelt-exponentiell-

lineare untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at der entscheidbaren (jedoch nicht

vollst

�

andigen) Theorie (1.Ordnung) FAG der endlichen abelschen Gruppen angek

�

undigt

sowie eine dreifach-exponentiell-lineare untere Schranke bez

�

uglich nichtdeterministischer

Turing-Rechenzeit f

�

ur die Theorie Th(hN

0

; :i) bzw. f

�

ur die Skolem-Arithmetik SkA (vgl.

Abschnitt 2.5), die [FiR74] mit MULT bezeichnen.

Die Aufarbeitung der Arbeit [FiR74] umfa�t hier haupts

�

achlich nur den die Ergeb-

nisse der Entscheidungskomplexit

�

at der Theorien RA und Th(hN

0

; 0; 1;+i) betre�enden

(wesentlichen) Teil, nicht jedoch jenen (kleineren), der sich auf die Aussagen

�

uber die

Komplexit

�

at k

�

urzester Beweise in einfach-erkennbaren Axiomatisierungen dieser Theorien

bezieht

1

(diese Aussagen und die daf

�

ur notwendigen Begri�e werden aber bei der Zu-

sammenstellung der Hauptergebnisse in [FiR74] in Abschnitt 1 behandelt). Es wird dabei

versucht, die Komplexit

�

atsaussagen und -beweise in [FiR74] im Rahmen des in Kapitel 1

�

uber Entscheidungskomplexit

�

at im allgemeinen und in Kapitel 2

�

uber konkrete Axioma-

tisierungen der Presburger Arithmetik Dargestellten zu betrachten.

Zus

�

atzlich zur Darstellung des Hauptteils der Komplexit

�

atsaussagen und -beweise

aus [FiR74] wird hier in Abschnitt 7 au�erdem die doppelt-exponentiell-lineare untere

Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von Th(hN

0

; 0; 1;+i) (bzw. von PreAN

1

und

PreAN , sowie im weiteren auch von PreAZ und Th(hZ; 0; 1;+; <i) ) bzgl. nichtdeter-

ministischer Turing-Rechenzeit auch auf die von M. Presburger urspr

�

unglich betrachtete

Theorie TAZ (bzw. auf deren semantisch de�niertes

�

Aquivalent Th(hZ; 0; 1;+i) )

�

ubertra-

gen. Diese Theorie ist|wie in Abschnitt 2.1 bewiesen|logisch schw

�

acher als PreAZ, da

in ihr ein Ordnungssymbol< nicht auf de�nitorische Weise so eingef

�

uhrt werden kann, da�

sich das Modell hZ; 0; 1;+i von TAZ zu einem Modell hZ; 0; 1;+; <i, (wobei hierin < f

�

ur

das in der gew

�

ohnlichen Bedeutung verwendete Symbol

"

kleiner\ steht) f

�

ur die entspre-

chende Erweiterungstheorie von TAZ erweitern lie�e. { Der in [FiR74] f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+i)

gef

�

uhrte Komplexit

�

atsbeweis (der ebenso f

�

ur PreAN gef

�

uhrt werden kann) l

�

a�t sich nun

jedoch|eben wegen des (wesentlichen) Fehlens eines Ordnungssymbols in TAZ|nicht

direkt auch auf TAZ

�

ubertragen (jedoch ziemlich unmittelbar schon auf PreAZ). Weiters

1

F

�

ur diese inhaltliche Beschr

�

ankung in der Aufarbeitung der Arbeit [FiR74] waren Umfangs- und auch

zeitliche Gr

�

unde ma�gebend. { :Im ganzen also in der Komplexit

�

atstheorie auch behandelbare Fragen etwa

von der Gestalt Time versus Space und Time and Space, wie R. Reischuk in der Einleitung zu [Rei90] eine

beim Schreiben von Arbeiten, B

�

uchern, Publikationen, etc. wohl allgemein bestehende Problematik durch

die Zuhilfenahme komplexit

�

atstheoretischer Begri�e und Problemstellungen recht tre�end charakterisiert.
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w

�

urde die in [FiR74] f

�

ur Theorien bestimmter algebraischer Strukturen durchgef

�

uhrte Ver-

allgemeinerung ihrer Resultate nur eine einfach-exponentiell-lineare untere Schranke f

�

ur

die Entscheidungskomplexit

�

at von TAZ bzgl. nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit

implizieren.

Die hier vorgestellte

�

Ubertragung der in [FiR74] f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+i) (bzw. in der

Terminologie von Kapitel 2 etwa auch: f

�

ur PreAN

1

) erzielten doppelt-exponentiell-linearen

unteren Schranke bzgl. nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit auch auf TAZ verdankt

sich aber im wesentlichen einer am Ende von [FiR74] als Skizze f

�

ur einen Beweis von

SkA;MULT =2 NTime(2

2

2

cn

) (f

�

ur ein reelles c > 0) dargestellten Idee.
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3.1 Zusammenstellung der Hauptresultate aus [FiR74]

Die zentralen Ergebnisse in [FiR74] beziehen sich auf die entscheidbaren und vollst

�

andigen

Theorien der Presburger Arithmetik (nat

�

urlicher Zahlen) und der Additionsarithmetik

RA auf den reellen Zahlen (wobei RA := Th (hR ; 0; 1;+i)) und behaupten die Existenz

von mindestens exponentiellen unteren Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at dieser

Theorien bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen. Dabei haben

diese unteren Schranken im Fall von RA einfach-exponentiell-lineare Gestalt 2

dn

(f

�

ur ein

d 2 R , d > 0) und im Fall der Theorien der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen (etwa

PreAN oder Th (hR ; 0; 1;+i) bzw. (der dazu

�

aquivalenten Theorie) PreAN

1

) doppelt-

exponentiell-lineare Gestalt 2

2

cn

(f

�

ur ein c 2 R , c > 0). Im letzteren Fall ist die erzielte

Schranke also von

"

super-exponentieller\ Gestalt, was zur Namensgebung f

�

ur die Arbeit

[FiR74] gef

�

uhrt hat.

Als wichtige Anwendung dieser Resultate konnten M. Fischer und M. Rabin un-

ter wesentlicher Verwendung von Eigenschaften nichtdeterministischer Algorithmen (hier:

nichtdeterministischer Turingmaschinen) auch zu unteren Schranken f

�

ur die L

�

angen der

k

�

urzesten Beweise in diesen Theorien gelangen; die daf

�

ur erzielten unteren Schranken

sind von jeweils derselben Gestalt (jedoch mit kleineren, darin vorkommenden positiv-

reellen Konstanten) wie die unteren Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at (bzgl. der

Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen) der betrachteten Theorie und gelten

weiters nur f

�

ur alle solchen Axiomatisierungen dieser Theorien, die

"

praktisch\ und d.h. in

polynomialer Rechenzeit erkennbar sind. Diese die L

�

angen k

�

urzester Beweise betre�enden

Aussagen wurden dabei gerade durch die Tatsache erm

�

oglicht, da� die zuvor bewiese-

nen, die Schwer-Entscheidbarkeit der jeweiligen Theorie ausdr

�

uckenden Ergebnisse gerade

bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen G

�

ultigkeit besitzen.

Zuletzt werden in [FiR74] noch Resultate

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at ande-

rer Theorien angek

�

undigt und die Beweisideen daf

�

ur grob skizziert, wobei die wichtigsten

Aussagen dabei sind: Eine doppelt-exponentiell-lineare unter Schranke (bzgl. nichtdeter-

ministischer Turing-Rechenzeit) f

�

ur die entscheidbare (und per def. vollst

�

andige) Theorie

der Skolem-Arithmetik SkA = Th (hN

0

; :i), die [FiR74] mit MULT bezeichnen.

Die die Entscheidungskomplexit

�

at der Theorien der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher

Zahlen betre�ende Aussage der Super-Exponentialit

�

at (Theorem 1 in [FiR74]) l

�

a�t sich

mit Hilfe der Begri�sbildungen und Bezeichnungen aus Kapitel 1 und Kapitel 2 z.B. so

formulieren:
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Satz 3.1.1. T sei eine der Theorien PreAN , PreAN

1

oder PreAN

0

bzw. der dazu jeweils

�

aquivalenten, semantisch de�nierten Theorien Th (hN

0

; 0; 1;+; <i), Th (hN

0

; 0; 1;+i) oder

Th (hN

0

; +i); T

((M))

= (�

T

((M))

; F o

T

((M))

; Thm

T

((M))

) sei die als System von formalen

Sprachen aufgefa�te Theorie T mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax.

Dann gilt: Es existiert ein c 2 R, c > 0 so, da� 2

2

cn

eine untere Schranke f

�

ur die

Entscheidungskomplexit

�

at von T ist. Dar

�

uber hinaus kann ein c 2 R , c > 0 sogar so

gew

�

ahlt werden, da�

Thm

T

((M))

; co�Thm

T

((M))

=2 NTime

�

2

2

cn

�

gilt

2

.

Es handelt sich bei Satz 1.1 um eine hier vorgestellte, im weiteren Verlauf dieser Auf-

arbeitung bewiesene Pr

�

azisierung der in [FiR74] f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von

Theorien der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen vorgestellten Aussage, n

�

amlich

von Theorem 1 in [FiR74]. Die inhaltliche Aussage von Satz 3.1.1 unterscheidet sich je-

doch in einigen Punkten von der in Theorem 1 in [FiR74] ausgedr

�

uckten, die in Abschnitt 2

zusammengestellt und untersucht werden sollen. Dort wird versucht, zu begr

�

unden, da�

die wesentliche Behauptung

�

uber die Existenz einer doppelt-exponentiell-linearen unte-

ren Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von Theorien der Presburger Arithme-

tik bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen aus Theorem 1 in

[FiR74] in Satz 3.1.1 formuliert und pr

�

azisiert worden ist.

Obwohl die sich auf die L

�

angen k

�

urzester Beweise in

"

einfach-angebbaren\ Axioma-

tisierungen f

�

ur die hier behandelten arithmetischen Theorien beziehenden Komplexit

�

ats-

aussagen in [FiR74] nicht Bestandteil dieser Aufarbeitung sind

3

, sollen an dieser Stelle

dennoch einige der daf

�

ur n

�

otigen Begri�e kurz angesprochen und skizziert werden und

weiters sollen noch einige Beobachtungen

�

uber die Anwendbarkeit des die Theorien der

Presburger Arithmetik betre�enden Resultates f

�

ur konkrete Axiomatisierungen einer sol-

chen Theorie aus Kapitel 2 wiedergegeben werden.

Eine Pr

�

azisierung dieser die Beweisl

�

angen betre�enden Komplexit

�

atsaussagen in

[FiR74] erfordert eine genaue Festlegung davon, was unter einer einfach oder

"

praktisch\ zu

erkennenden Axiomatisierung einer Theorie T zu verstehen ist. Eine solche De�nition kann

nun etwa dadurch geschehen, da� eine Axiomatisierung T

(ax)

einer formalisierten Theo-

rie T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) als 5-Tupel T

(ax)

= (�

T

; F o

T

; Thm

T

; Ax;Ru) mit bestimmten

2

Mit

"

sogar so\ ist hier gemeint: Es existiert ein c 2 R, c > 0 so, da� sowohl Thm

T

((M))

als auch

co�Thm

T

((M))

nicht in NTime(2

2

cn

) liegen, im Gegensatz dazu, da� nach De�nition 1.5.1 die Folgerung

"

2

2

cn

ist untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T\ diese Aussage nur f

�

ur eine dieser zwei

Sprachen impliziert. (Wie man sich rasch klar macht, folgt das hier aus der Vollst

�

andigkeit der in Rede

stehenden Theorien.)

3

(genauer: weil ein diesbez

�

uglicher Abschnitt letztlich aus Umfangsgr

�

unden ausgeklammert werden

mu�te)
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Eigenschaften gesetzt bzw. als solches aufgefa�t wird; hierbei bezeichnet Ax � Fo

T

(mit

im weiteren dann Ax � Thm

T

) eine Menge von Axiomen und Ru eine endliche Men-

ge von Schlu�regeln R 2 Ru mit R � (Fo

T

)

a(R)

� Fo

T

, wobei Ax und alle R 2 Ru

(total-) rekursive Mengen sind und a : Ru! N eine Stelligkeitsfunktion f

�

ur die Anzahl

der Pr

�

amissen einer Schlu�regel ist (die als Menge oder als Pr

�

adikat aufgefa�te Schlu�re-

gel R � (Fo

T

)

a(R)

� Fo

T

dr

�

uckt dabei die Ableitbarkeitseigenschaft f

�

ur einzelne Formeln

aus a(R) Pr

�

amissen oder Voraussetzungen aus (R 2 Ru)). { In dieser Formalisierung des

Begri�es

"

Axiomatisierung\ l

�

a�t sich nun f

�

ur eine Zeichenkette P 2 (Fo

T

[ f$g)

+

($ ein

Trennzeichen, $ =2 �

T

) exakt de�nieren, wann P einen Beweis einer Formel A 2 Fo

T

in

T

(ax)

darstellt (dann n

�

amlich, wenn P eine durch Trennzeichen getrennte Kette oder Liste

von Formeln ist, deren jede entweder ein Axiom von T

(ax)

ist oder vermittels einer Schlu�-

regel R 2 Ru aus a(R) in P weiter links stehenden Formeln herleitbar ist, und wobei die

letzte Formel in P gleich A ist).

Nun wird aber weiters von einer Axiomatisierung T

(ax)

= (�

T

; F o

T

; Thm

T

; Ax;Ru)

einer Theorie T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) noch gefordert, da� alle in T

(ax)

beweisbaren Formeln

in Thm

T

liegen; von einer vollst

�

andigen Axiomatisierung von T , da� auch die Umkehrung

gilt. Unter einer P-erkennbaren Axiomatisierung T

(ax)

wird eine solche Axiomatisierung

verstanden, f

�

ur die die Formelmenge Fo

T

, die Axiomenmenge Ax und alle Schlu�regeln

R 2 Ru in deterministischer, polynomialer Turing-Rechenzeit erkannt, d.h. akzeptiert

werden k

�

onnen, jeweils also in P = DTime(POL) liegen.

Die L

�

ange eines Beweises P in einer Axiomatisierung T

(ax)

wird als die Symboll

�

ange

von P , also als die Anzahl der in P vorkommenden Symbole festgesetzt. Davon ausgehend

kann unter einer unteren Schranke f

�

ur die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in einer Axioma-

tisierung T

(ax)

einer Theorie T eine Funktion f : N

0

! R

+

0

verstanden werden, f

�

ur die gilt,

da� es unendlich viele in T

(ax)

beweisbare Formeln A gibt, f

�

ur die in T

(ax)

kein Beweis

mit der L

�

ange � f(jAj) existiert.

Mit Hilfe solcher Begri�sbildungen und Bezeichnungen lassen sich die in [FiR74] vor-

gestellten Beweisl

�

angen-Aussagen exakt darstellen. Im Fall der Theorien der Presburger

Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen ist auf einem solchen Weg eine Theorem 2, p. 3, in [FiR74]

entsprechende Aussage in folgender Darstellung zu gewinnen:

Satz 3.1.2. T sei eine der hier als formales Sprachsystem aufgefa�ten Theorien PreAN ,

PreAN

1

, PreAN

0

bzw. Th(hN

0

; 0; 1;+; <i), Th(hN

0

; 0; 1;+i), Th(hN

0

; +i);

T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) sei diese nun als Sprachsystem aufgefa�te Theorie

mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax;

(T

((M))

)

(ax)

sei eine P-erkennbare, vollst

�

andige Axiomatisierung von T

((M))

.

Dann gilt: Es gibt ein c

1

2 R , c

1

> 0 so, da� 2

2

c

1

n

untere Schranke f

�

ur die L

�

angen der

k

�

urzesten Beweise in (T

((M))

)

(ax)

ist.

Wenn man z.B. die bei der De�nition der Theorie PreAN in Kapitel 2 in De�ni-

tion 2.2.1 festgelegte Axiomatisierung (: im rein logischen Sinn dieses Begri�es inner-
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halb des Konzeptes von Theorien 1. Ordnung von [Shoe67] verstanden) zur Konstrukti-

on einer Axiomatisierung (PreAN

((M))

)

(ax)

=(�

PreAN

((M))

,Fo

PreAN

((M))

,Thm

PreAN

((M))

,

Ax;Ru) von PreAN

((M))

(: einer im hier skizzierten Sinn verstandenen Axiomatisie-

rung) bzgl. der in PreAN

((M))

mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax erfa�ten Theo-

rie PreAN verwendet, so kann man dabei eine P-erkennbare, (per def. von PreAN :)

vollst

�

andige Axiomatisierung von PreAN

((M))

erhalten. Daf

�

ur m

�

ussen in Ax neben allen

nichtlogischen Axiomen von PreAN (bzw. deren

�

Ubertragung nach PreAN

((M))

), die in

De�nition 2.2.1 angegeben wurden, auch alle logischen Axiome von PreAN (bzw. deren

�

Ubertragung), die im System von [Shoe67] diesbez

�

uglich auftreten, erfa�t werden; in Ru

m

�

ussen

�

Ubertragungen aller sich auf Formeln aus Fo

PreAN

((M))

beziehenden Regelanwen-

dungen einer der 5 in [Shoe67] als Deduktionsregeln verwendeten Schlu�weisen Expansi-

on Rule, Contraction Rule, Associative Rule, Cut Rule und 9-Introduction-Rule erfa�t

sein. Obzwar daf

�

ur nat

�

urlich ein ausf

�

uhrlicher Beweis w

�

unschenswert w

�

are, ist dennoch

aus der Gestalt der Axiome und Regeln leicht erkennbar, da� eine solche Axiomatisie-

rung (PreAN

((M))

)

(ax)

f

�

ur PreAN

((M))

P-erkennbar sein wird. V

�

ollig Analoges gilt f

�

ur

PreAN

0

und PreAN

1

.

Hiermit impliziert nun aber der Satz 3.1.2 jeweils doppelt-exponentiell-lineare un-

tere Schranken f

�

ur die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in den Axiomatisierungen

(PreAN

((M))

)

(ax)

, (PreAN

((M))

1

)

(ax)

und (PreAN

((M))

0

)

(ax)

; diese Aussagen lassen sich

nun aber durchaus auch als Ergebnisse

�

uber die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in den

Theorien PreAN , PreAN

1

und PreAN

0

selber verstehen, wenn man dabei ber

�

ucksich-

tigt, da� sie sich nicht direkt auf Theoreme A und deren Beweise P in diesen Theori-

en beziehen, sondern auf die jeweiligen

�

Ubertragungen A

((M))

von A und P

((M))

von P

bez

�

uglich jeweils einer �xierten, diesen Theorien zugrundegelegten informatisch-sinnvollen

Formelsyntax (und eine solche, geringf

�

ugig relativierte Aussage besitzt nat

�

urlich dennoch

(so gut wie :) ungebrochenene Bedeutung

4

).

Dem hier zuletzt gesagten ist allerdings sogar noch der unrelativierte Zusatz anzuf

�

ugen,

da� sich mit den hier ausgearbeiteten und in [FiR74] vorgestellten Methoden leicht auch

einsehen l

�

a�t, da� sich das Ergebnis der Existenz einer doppelt-exponentiell-linearen unte-

ren Schranke f

�

ur die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise auch direkt f

�

ur PreAN (und PreAN

0

und PreAN

1

) zeigen l

�

a�t (und dem bez

�

uglich des ganz gew

�

ohnlichen Begri�s von Formel-

und Beweisl

�

angen als L

�

angen von im System von [Shoe67] genau festgelegten Zeichenketen

innerhalb dieser Theorie(n)) und zwar so: Durch eine einfache Analyse der hier nachvoll-

zogenen Komplexit

�

atsbeweise kann erkannt werden, da� sich das Komplexit

�

atsresultat

4

Zumal ja au�erdem kein Hindernis best

�

unde, Logikkalk

�

ulen (weitgehend allgemein oder wenigstens in

der Beziehung auf entscheidbare Theorien, deren Entscheidungs- oder Beweisl

�

angen-Komplexit

�

at unter-

sucht werden soll) von vorne herein eine informatisch-sinnvolle Formelsyntax zugrundezulegen (oder bei

der Festlegung einer allgemeinen Syntax f

�

ur die Formeln eines Kalk

�

uls wenigstens darauf zu achten, da�

ein informatisch-sinnvoller syntaktischer Aufbau von Formeln einer mit diesem Kalk

�

ul

�

uberbauten Theorie

immerhin als Spezialfall noch m

�

oglich bleibt).
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einer doppelt-exponentiell-linearen unteren Schranke auch direkt f

�

ur die Entscheidungs-

komplexit

�

at von PreAN=(�

PreAN

; F o

PreAN

; Thm

PreAN

), der unmittelbaren Erfassung

von PreAN in einem Sprachsystem, zeigen l

�

a�t. Daraus l

�

a�t sich (mit Hilfe eines|

hier nicht dargestellten|exakten Beweises von Satz 3.1.2) auch eine ebenso-gestaltige

untere Schranke f

�

ur eine Axiomatisierung (PreAN

((M))

)

(ax)

=(�

PreAN

((M))

,Fo

PreAN

((M))

,

Thm

PreAN

((M))

,Ax;Ru) von PreAN folgern bzw. nachweisen, wenn nur Ax und Ru in

Bezug auf PreAN und das System von [Shoe67] entsprechend gew

�

ahlt werden (denn

PreAN

(ax)

kann wohl ebenso direkt wie (PreAN

((M))

)

(ax)

als P-erkennbar eingesehen wer-

den).

Der bez

�

uglich Aussagen

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at qualitative Unterschied

zwischen (z.B.) PreAN und PreAN

((M))

(wobei hier angenommen sei, da� PreAN

((M))

entlang von Grammatik 2.6.1 pr

�

azisiert ist) zwischen (z.B.) PreAN und PreAN

((M))

besteht in der in PreAN auschlie�lich un

�

ar, in PreAN

((M))

hingegen dezimal erfolgen-

den Variablenindizierung. Dabei ist klar, da� die PreAN

((M))

(und allgemein Theorien

mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax) betre�enden Komplexit

�

atsresultate die

"

reali-

stischeren\, wichtigeren und grundlegenderen sind; allerdings ist es nat

�

urlich interessant,

da� diese sich hier auch auf die bez

�

uglich einer solchen Formelsyntax, der auschlie�lich die

un

�

are Indizierung von Variablen zugrundeliegt, formalisierten, entsprechenden Theorien

�

ubertragen lassen

5

.

Im Fall von Th(hR ; +i) f

�

uhren analoge Darstellungsweisen der Ergebnisse aus [FiR74]

f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von RA und die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in dieser

Theorie (analoge Darstellungen wie in Satz 3.1.1 und Satz 3.1.2 gegen

�

uber Theorem 1

und Theorem 2 in [FiR74]) auf folgende, Theorem 3 und Theorem 4, p. 4., in [FiR74]

entsprechende Aussagen:

Satz 3.1.3. T sei eine der semantisch-de�nierten Theorien 1. 0rdnung der Additionsa-

rithmetik auf den reellen Zahlen Th (hR ; 0; 1;+; <i), Th (hR ; 0; 1;+i) oder Th (hR ; +i);

T

((M))

= (�

T

((M))

; F o

T

((M))

; Thm

T

((M))

) sei die als System von formalen Sprachen aufge-

fa�te Theorie T mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax.

Dann gilt: Es existiert ein d 2 R , d > 0 so, da� 2

dn

eine untere Schranke f

�

ur die

Entscheidungskomplexit

�

at von T ist. Dar

�

uber hinaus kann ein d 2 R, d > 0 so gew

�

ahlt

werden, da�

Thm

T

((M))

; co�Thm

T

((M))

=2 NTime (2

cn

)

gilt.

5

�

Ahnlich, wie es unter den NP-vollst

�

andigen Problemen solche gibt, deren Instanzen aus Zahlen be-

stehen und die NP-vollst

�

andig bleiben, wenn jene Variante des Problems, deren Instanzen ausschlie�lich

aus Instanzen des urspr

�

unglichen Problems mit un

�

ar dargestellten Zahlen bestehen, betrachtet wird. Sol-

che Probleme hei�en NP-vollst

�

andig in starkem Sinne (\NP-complete in the strong sense" , vgl. [Jo90]).

Andererseits gibt es NP-vollst

�

andige Probleme, f

�

ur die ein pseudopolynomial-Zeit Algorithmus existiert,

d.h. ein Algorithmus aus P, der die un

�

are Variante des Problems l

�

ost.
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Satz 3.1.4. T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) sei eine der hier als formales Sprachsystem aufgefa�-

ten Theorien Th(hR ; +i) oder Th(hR ; 0; 1;+i); T

((M))

sei diese Theorie T mit informa-

tisch-sinnvoller Formelsyntax; (T

((M))

)

(ax)

sei eine P-erkennbare, vollst

�

andige Axiomati-

sierung von T

((M))

.

Dann gilt: Es gibt ein d

1

2 R, d

1

> 0 so, da� 2

d

1

n

untere Schranke f

�

ur die L

�

angen der

k

�

urzesten Beweise in (T

((M))

)

(ax)

ist.

Als ziemlich unmittelbare Anwendung dieser letzten beiden Aussagen formulieren

[FiR74] noch ein Korollar, das sich auf die von A. Tarski als entscheidbar erkannte Theo-

rie TA := Th(hR ; 0; 1;+; :i) (die

"

Tarski Algebra\) bezieht, n

�

amlich Corollary 5, p. 4, in

[FiR74].

Korollar 3.1.5. F

�

ur die Tarski-Algebra TA := Th(hR ; 0; 1;+; :i) bzw. f

�

ur die Theorie

Th(hR ; +; :i) gelten analoge Aussagen

�

uber einfach-exponentiell-lineare untere Schranken

f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at bzgl. der Rechenzeit nichtdeterministischer Turingma-

schinen und f

�

ur die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in allen P-erkennbaren, vollst

�

andigen

Axiomatisierungen dieser Theorie(n) wie in Satz 3.1.3 und in Satz 3.1.4 f

�

ur RA formu-

liert.

Als Verallgemeinerung ihrer f

�

ur RA und f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+i) erzielten Komplexit

�

ats-

aussagen gelang es [FiR74] (und gelingt es in der Tat durch eine kleinere Variation

6

der

von Fischer und Rabin vorgestellten Methoden und Techniken) au�erdem eine auf einige

andere, v.a. auch algebraische Theorien anwendbare Aussage zu beweisen, die qualitativ

mit den f

�

ur RA erzielten S

�

atzen vergleichbar ist. (In [FiR74] handelt es sich dabei um

Theorem 13, p. 22.)

Satz 3.1.6. Sei L eine Sprache einer Theorie 1. Ordnung mit dem zweistelligen Funkti-

onssymbol + als einzigem nichtlogischen Symbol. Sei A eine Klasse von Strukturen f

�

ur L,

so, da� in allen Strukturen A = hA;+i 2 A die Funktion + einer zweistelligen, assozia-

tiven Verkn

�

upfung auf A entspricht.

Weiters sei angenommen, da� gilt:

(8 k 2 N ) (9A = hA;+i 2 A )

(9u 2 A )

�

u; 2u = u+ u; : : : ; k u = u+ u+ : : :+ u

| {z }

k

sind (in A) paarweise verschieden

�

:

6

(die in [FiR74] nicht n

�

aher beschrieben wird und die auch in dieser Aufarbeitung nicht enthalten ist)
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Sei nun Th(A) :=

\

A2A

Th(A)

7

(bzw. Th(A) gleich jener Theorie mit Sprache L, die

als nichtlogische Axiome genau die in allen Strukturen A 2 A gleichzeitig g

�

ultigen Formeln

von L besitzt).

Dann gelten f

�

ur Th(A) erneut (wie schon in Korollar 3.1.5 f

�

ur die Tarski-Algebra

formuliert) analoge Aussagen

�

uber einfach-exponentiell-lineare untere Schranken f

�

ur die

Entscheidungskomplexit

�

at von Th(A) bzgl. der Rechenzeit nichtdeterministischer Turing-

maschinen und f

�

ur die L

�

angen der k

�

urzesten Beweise in allen P-erkennbaren, vollst

�

andigen

Axiomatisierungen dieser Theorie wie in Satz 3.1.3 und in Satz 3.1.4 f

�

ur RA formuliert.

Mit Hilfe von Satz 3.1.6 l

�

a�t sich (worauf [FiR74] hinweisen) die Existenz einer einfach-

exponentiell-linearen unteren Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at folgender Theo-

rien einsehen: Der Theorie Th(hC ; +i), der Theorie der endlichen zyklischen Gruppen, der

Theorie der Ringe mit Charakteristik p, der Theorie der endlichen abelschen Gruppen

(die [FiR74] mit FAG bezeichnen) und von SkA = Th(hN

0

; :i) (die [FiR74] mit MULT

bezeichnen).

Im Fall von FAG und SkA berichten Fischer und Rabin in [FiR74] jeweils noch von

substantiell h

�

oheren, f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at dieser Theorien existierenden unte-

ren Schranken bez

�

uglich nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit und zwar von einer sol-

chen von doppelt-exponentiell-linearerer Gestalt f

�

ur FAG (analog wie f

�

ur Th(hN

0

; 0; 1;+i)

oder PreAN) sowie von einer von dreifach-exponentiell-linearer Gestalt f

�

ur SkA. F

�

ur die-

se Komplexit

�

atsaussagen werden in [FiR74] die prinzipiellen Beweisideen jeweils nur ganz

kurz umrissen.

7

(etwas leichtfertige modelltheoretische Schreibweise, die im formalen System von [Shoe67] nicht erlaubt

ist; vgl. jedoch die Pr

�

azisierung dieser Festsetzung in der anschlie�enden Klammerung)
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3.2 Diskussion der genauen Gestalt der in [FiR74] erzielten

Komplexit

�

atsresultate

Zwischen den Formulierungen der die Entscheidungskomplexit

�

at der behandelten Theori-

en betre�enden Komplexit

�

atsresulate in [FiR74] und den hier in Abschnitt 1 vorgestellten

S

�

atzen Satz 3.1.1 und Satz 3.1.3 bestehen neben formalen auch kleinere inhaltliche Un-

terschiede, die in diesem Abschnitt zusammengestellt und untersucht werden sollen. Es

wird dabei versucht, zu begr

�

unden, da� die wesentliche Qualit

�

at der in [FiR74] erzielten

Ergebnisse, die formal etwas st

�

arker sind, schon in den hier angegebenen S

�

atzen enthal-

ten und pr

�

azisiert worden ist. Und zwar soll dies exemplarisch anhand der die Theorien

der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen betre�enden Aussagen, Theorem 1, p. 2, in

[FiR74] und Satz 3.1.1 aus Abschnitt 1 geschehen. Die dabei angestellten

�

Uberlegungen

beziehen sich allerdings im selben Umfang auch auf die analogen formalen und inhaltli-

chen Unterschiede zwischen den sich auf die Theorie RA der Additionsarithmetik auf den

rellen Zahlen beziehenden Komplexit

�

atss

�

atze Theorem 3, p. 4, in [FiR74] und Satz 3.1.3

aus Abschnitt 1.

Es handelt sich bei Satz 3.1.1 um eine hier vorgestellte, im weiteren Verlauf dieser

Aufarbeitung bewiesene Pr

�

azisierung von Theorem 1, p. 2, in [FiR74], deren wesentliche,

sich auf Begri�e und De�nitionen aus Kapitel 1 st

�

utzenden Behauptung in der Existenz

einer doppelt-exponentiell-linearen unteren Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at

von Theorien 1. Ordnung der Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen bez

�

uglich der

Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen besteht.

Demgegen

�

uber l

�

a�t sich Theorem 1 in [FiR74] etwa so darstellen:

(9c 2 R ; c > 0)

�

8M 2 C Methode, die Th(hN

0

; 0; 1;+i) entscheidet

�

(9n

0

2 N ) (8n � n

0

; n 2 N )

�

9F Theorem von Th(hN

0

; 0; 1;+i)

�

�

jFj = n & RS

M

(F) > 2

2

cn

�

(3.1)

(wobei C eine Methodenklasse ist und RS eine die Rechenzeit oder die Berechnungsschritte

von Methoden M 2 C bezeichnende Ressource meint).

Hierin ist weitgehend unpr

�

azisiert gelassen, was unter einer Entscheidungsmethode f

�

ur

Th(hN

0

; 0; 1;+i) genau zu verstehen ist. Allerdings ist eine solche Formulierung sicher in

der Absicht entstanden, nahezulegen und darauf zu verweisen, da� sich das in [FiR74] nur

bez

�

uglich einer konkreten und speziellen Klasse von als Entscheidungsverfahren in Frage

kommenden Turingmaschinen erzielte Schwerentscheidbarkeits-Ergebnis auch auf viele an-

dere universelle Methodenklassen (Klassen von Methoden aus Maschinen- oder Berechen-

barkeitsmodellen) ausdehnen bzw. jeweils

�

ubertragen l

�

a�t. Dabei ist es jedoch f

�

ur solche

Ergebnis

�

ubertragungen wichtig und wesentlich, da� auch in solchen anderen betrachteten

Methodenklassen sinnvoll de�nierte Begri�e von

"

Rechenzeit\ oder

"

Berechnungsschritt\
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existieren oder eingef

�

uhrt werden k

�

onnen und da� diese mit den f

�

ur Turingmaschinen daf

�

ur

bestehenden Festlegungen (durch dann m

�

ogliche, einfache gegenseitige Simulationen) in

eine genau-beschreibbare Beziehung von geringer Aufwandskomplexit

�

at gebracht werden

k

�

onnen (vgl. hierzu die in Abschnitt 1.4 erw

�

ahnte INVARIANZ THESE).

Naheliegende Pr

�

azisierungen von (3.1) beziehen sich ebenso wie die in [FiR74] eigent-

lich konkret erzielten Ergebnisse auf Turingmaschinen, die zur Entscheidung einer Theorie

(hier von Th(hN

0

; 0; 1;+i)) verwendet werden.

Am unmittelbarsten k

�

onnte eine Pr

�

azisierung von (3.1) f

�

ur deterministische Turing-

maschinen geschehen. Fa�t man n

�

amlich T := Th(hN

0

; 0; 1;+i) als Sprachsystem T

((M))

mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax (vgl. Kapitel 1) auf, so k

�

onnen deterministische

IOTM's zur Entscheidung von Formeln von T

((M))

dadurch herangezogen werden, indem

sie f

�

ur Zeichenketten w 2 �

�

T

((M))

THM

T

((M))

(w) 2

�

\ist Theorem von T";

\ist Formel, kein Theorem T";

\ist keine Formel von T"

	

berechnen (die Funktion THM

T

((M))

dabei wie in Abschnitt 1.5, (1.5)). Auf eine solche

Weise gelangt man f

�

ur T

((M))

wie hier angenommen, THM

T

((M))

zu T

((M))

wie in (1.5)

festgesetzt, zu folgender Pr

�

azisierung von (3.1) f

�

ur als Entscheidungsmethoden verwendete

deterministische IOTM's:

(9c 2 R ; c > 0)

�

8M det. IOTM, die THM

T

((M))

berechnet

�

(9n

0

2 N ) (8n � n

0

; n 2 N )

�

9F 2 Thm

T

((M))

�

�

jFj = n & RZ

M

(F) > 2

2

cn

�

: (3.2)

(3.2) ist eine etwas st

�

arkere Aussage als

(9c 2 R ; c > 0)

�

THM

T

((M))

=2 DFTime(2

2

cn

)

�

; (3.3)

die auf einfachem Weg aus Satz 3.1.1 folgt. Dies deshalb, da f

�

ur c 2 R , c > 0 mit

THM

T

((M))

2 DFTime(2

2

cn

) sofort auch Thm

T

((M))

, co�Thm

T

((M))

2 DFTime(2

2

cn

)

folgt

8

, was aber wegen Satz 3.1.1 wenigstens f

�

ur hinreichend kleine c 2 R , c > 0 aus-

geschlossen ist (v.a., da nat

�

urlich DTime(2

2

cn

) � NTime(2

2

cn

)).

8

Aus einer IOTM M, die THM

T

((M))

berechnet, k

�

onnen auf einfachem Weg zwei IOTM's M

1

und

M

2

, die Thm

T

((M))

bzw. co�Thm

T

((M))

akzeptieren, mit im wesentlichen gleicher Rechenzeitschranke

wie M konstruiert werden. { Vgl. hierzu au�erdem die Aussage 1.7, die analog auch f

�

ur deterministische

Komplexit

�

atsklassen gilt.
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(3.2) ist nun deshalb st

�

arker als (3.3), weil (3.3) folgender Aussage entspricht:

(9c 2 R ; c > 0)

�

8M det. IOTM, die THM

T

((M))

berechnet

�

(8n

0

2 N ) (9n 2 N ; n � n

0

)

�

9w 2 �

�

T

((M))

�

�

jwj = n & RZ

M

(w) > 2

2

cn

�

(3.4)

Der hier zu betrachtende qualitative Unterschied in der Aussage zwischen (3.2) und (3.4)

besteht nicht darin, da� f

�

ur Entscheidungs-IOTM's M in (3.2) die Existenz von Theo-

remen F 2 Thm

T

((M))

� Fo

T

� �

�

T

, in (3.4) nur die von W

�

ortern w 2 �

�

T

mit der Ei-

genschaft, von M nicht mit Rechenzeitschranke 2

2

cn

entscheidbar zu sein, gefordert wird

(ein solcher Unterschied besteht hier haupts

�

achlich formal wegen der besonders einfachen

Art der Formulierung von mit Hilfe von Komplexit

�

atsklassen; durch die Anwendung von

Satz 3.4.1 (aus dem folgenden) sieht man jedoch, da� eine w = jFj 2 Thm

T

((M))

(f

�

ur ein

F 2 Fo

T

((M))

) verlangende Forderung in (3.4) ebenfalls mit den hier pr

�

azisierten und ver-

wendeten Methoden leicht beweisbar ist). Der zu beachtende Unterschied besteht vielmehr

darin, da� in (3.2) die Existenz von Formeln F mit jFj = n f

�

ur fast alle n 2 N und mit

der entsprechenden, den Entscheidungsaufwand betre�enden Eigenschaft gefordert ist, in

(3.4) jedoch nur die Existenz von (unendlich vielen) derartigen w 2 �

�

T

((M))

mit jwj = n

f

�

ur unendlich viele n 2 N .

Dieser inhaltliche Unterschied zwischen (3.2) und (3.4) steht im Zusammenhang da-

mit, was in Kapitel 1 anschlie�end an De�nition 1.3.7

�

uber m

�

ogliche Variationen bei der

De�nition oder Begri�sfestsetzung von unteren Schranken f

�

ur den L

�

osungsaufwand eines

Problems dargelegt wurde. So dr

�

uckt (3.4) jedenfalls aus, da� die Suche nach m

�

oglichst

e�zienten Entscheidungsalgorithmen f

�

ur T = Th(hN

0

; 0; 1;+i) bzw. f

�

ur das zugeh

�

orige Sy-

stem T

((M))

jedenfalls der (sehr drastischen) Einschr

�

ankung unterliegt, da� es ein c 2 R ,

c > 0 gibt, so, da� f

�

ur alle THM

T

((M))

berechnenden IOTM's M die Funktion 2

2

cn

nicht

Rechenzeitschranke f

�

ur M ist (und wohl keine Ho�nung oder Aussicht besteht, da� sich

eine andere Methodenklasse bez

�

uglich eines anderen universellen Maschinen- oder Berech-

nungsmodells �nden lie�e, in Beziehung auf die eine vergleichbare Aussage nicht ebenso

bewiesen werden k

�

onnte (bzw. auf die hin eine vergleichbare Aussage nicht

�

ubertragen

werden k

�

onnte); das gilt wohl auch f

�

ur reale Computer, allerdings in einer Weise, die vor-

sichtig pr

�

azisiert werden m

�

u�te (vgl. Abschnitt 1.6). { Wiederum k

�

onnte argumentiert

werden, da� diese Aussage aber die wesentliche Charakterisierung der Entscheidungskom-

plexit

�

at von T

"

nach unten\ bez

�

uglich einer Funktion 2

2

cn

mit c 2 R , c > 0 �x (wie von

(3.4) behauptet) ist.

Allerdings beinh

�

alt (3.4) im Gegensatz zu (3.2) f

�

ur ein in Frage kommendes c 2 R ,

c > 0 und eine beliebige deterministische IOTMM nicht, wie dicht die L

�

angen n = jFj von

Formeln F (bzw. von Zeichenketten w 2 �

�

T

((M))

, vgl. jedoch oben) mit RZ

M

(F) > 2

2

cn
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in N liegen; (3.2) behauptet, da� diese Formell

�

angen n fast ganz N (mit einer endlichen

Ausnahmemenge) ausmachen.

Eine genaue Analyse der Beweise in dieser Aufarbeitung kann jedoch zeigen, da� die

L

�

angen der entsprechenden, in den Beweisen hier konstruierten Formeln relativ dicht liegen

und konstant wachsen, soda� damit auf jeden Fall ausgeschlossen ist, da� sie f

�

ur wachsen-

des n 2 N in immer d

�

unnerer Verteilung auftreten und es kann damit ziemlich unmittelbar

auch gezeigt werden:

(9c 2 R ; c > 0)

�

8M det. IOTM, die THM

T

((M))

berechnet

�

(8n

0

2 N ) (9n 2 N ; n � n

0

)

�

9F 2 Thm

T

((M))

�

�

jFj � n & RZ

M

(F) > 2

2

cn

�

(3.5)

(3.5) kommt (3.2) inhaltlich schon sehr nahe. Durch die Anwendung zus

�

atzlicher formaler

Konstruktionen im Beweis von Satz 3.1.1 (und n

�

amlich im daf

�

ur verwendeten Beweis von

Satz 3.4.1) kann weiters dann sicherlich auch (3.2) bewiesen werden. Ein solcher weiterer

Beweisaufwand scheint aber ungerechtfertigt (und unterbleibt in dieser Aufarbeitung), zu-

mal dadurch die Menge der zu einer IOTMM , die THM

T

((M))

berechnet, durch die Beweise

konstruierten Formeln F mit RZ

M

(F) > 2

2

c�jFj

(f

�

ur ein in (3.4) in Frage kommendes c 2 R ,

c > 0) keineswegs qualitativ erweitert und nur auf weitgehend formalemWeg zu einer Men-

ge von solchen Formeln beliebiger L

�

ange n mit n � n

0

f

�

ur ein n

0

2 N ausgedehnt wird.

Dadurch k

�

onnen aber prinzipielle Vorbehalte, die man gegen die Existenz einer unteren

Schranke der Form aus Satz 3.1.1 (oder der Formulierung (3.4), die|wie gezeigt|daraus

folgt) f

�

ur z.B. PreAN haben k

�

onnte, etwa, da� sich diese untere Schranke vielleicht nur

einer besonders

"

k

�

unstlichen\ und

"

konstruierten\ Menge von besonders unangenehm zu

entscheidenden Formeln verdanke, an denen im Gegensatz zu anderen m

�

oglicherweise sinn-

voll de�nierbaren Teilmengen von interessanten und einfacher zu entscheidenden Formeln

von PreAN kein praktisches Interesse bestehe, nicht zerstreut werden

9

(vgl. dazu auch

Abschnitt 1.6).

9

Ein solcher Einwand scheint aber hier dennoch ziemlich unbegr

�

undet zu sein. Und zwar vermutlich

ebenso wie eine gegen die Unvollst

�

andigkeit arithmetischer Theorien, etwa der Peano-Arithmetik (Theo-

rie 1. Ordnung) PeA aus Abschnitt 2.5, zeitweilig ge

�

au�erte Meinung, sie beruhe vielleicht ausschlie�lich

auf der Formulierung meta-mathematischer

�

Uberlegungen mit den Mitteln dieser Theorie selber zu beim

Beweis der G

�

odelschen S

�

atze konstruierten formal-unentscheidbaren S

�

atzen bzw. Formeln bzw. Aussagen

dieser Theorie (und zu strukturell und logisch mit diesen eng verwandten Aussagen) und gelte m

�

oglicher-

weise nicht f

�

ur Formeln dieser Theorie, an denen ein unmittelbares mathematisches Interesse bestehen

k

�

onne [: meine Worte in der Wiedergabe aus [Th95], S. 236, C.G.], : : : ebenso wie eine solche Meinung

inzwischen als unhaltbar erkannt worden ist (in diesem Zusammenhang wird h

�

au�g (auch in [Th95]) auf

[PaHa77] und darin vorgestellte, in PeA unentscheidbare, kombinatorische S

�

atze verwiesen). { Wie in

Abschnitt 1.6 erw

�

ahnt, d

�

urfte man aber v.a. beim Versuch, eine Menge von

"

praktisch-interessanten\ For-

meln mit niedrigerer Entscheidungskomplexit

�

at|von einfachen und bekannten F

�

allen und Einschr

�

ankun-

gen abgesehen|zu pr

�

azisieren, auf erhebliche Schwierigkeiten sto�en. Denn man m

�

u�te dabei verhindern,



3.2.

�

UBER DIE GENAUE GESTALT DER IN [FIR74] ERZIELTEN RESULTATE 153

Der hier (weil daran mit standardisierten Begri�en besser darzustellende) am Fall

der Betrachtung des deterministischen Falles geschilderte, zwischen den Aussagen (3.4)

und (3.2) auftretende (leichte) inhaltliche Unterschied in der Gestalt zwischen den hier

in dieser Aufarbeitung bewiesenen und den in [FiR74] formulierten Komplexit

�

atsaussagen

besteht ganz genauso, falls man diese Aussagen bez

�

uglich der Verwendung von nicht-

deterministischen Turingmaschinen untersucht. Insbesondere lassen sich die angef

�

uhrten

�

Uberlegungen im nichtdeterministischen Fall v

�

ollig analog nachvollziehen, wenn man (3.2)

bez

�

uglich nichtdeterministischen IOTM's, die THM

T

((M))

berechnen, erweitert und dem-

gegen

�

uber in (3.3) die Komplexit

�

atsklasse NFTime(2

2

cn

) verwendet, die in Abschnitt 1.4

zu Motivationszwecken eingef

�

uhrt wurde.

Weiters kann die vorstellbare M

�

oglichkeit, da� Funktionen auch von nichtdetermini-

stischen IOTM's berechnet werden k

�

onnten (etwa unter der Zugrundelegung von Set-

zung (1.4)) und da� damit nichtdeterministische IOTM's auch tats

�

achlich (unter solchen

oder

�

ahnlichen geeigneten einschr

�

ankenden Bedingungen) Entscheidungsprobleme l

�

osen

k

�

onnten, die der De�nition von oberen und unteren Schranken f

�

ur die Entscheidungskom-

plexit

�

at einer entscheidbaren Theorie im nichtdeterministischen Fall in De�ntion 1.5.1 (v.a.

als Motivation) zugrundeliegt, hier auch weiters als Argument daf

�

ur betrachtet werden,

warum die wesentliche Aussage von Satz 3.1.1

(9c 2 R ; c > 0)

�

Thm

T

((M))

; co�Thm

T

((M))

=2 NTime(2

2

cn

)

�

;

(bzw. die im Lichte von (1.7) dazu

�

aquivalente Aussage

(9c 2 R ; c > 0)

�

THM

T

((M))

=2 NFTime(2

2

cn

)

�

)

als Pr

�

azisierung von (3.1) bez

�

uglich der Verwendung von nichtdeterministischen Methoden

aufgefa�t werden kann.

da� sich die in [FiR74] beim Beweis der Komplexit

�

atsresultate verwendeten Hilfsformeln in der einen

oder anderen abge

�

anderten Gestalt auch dann noch in dieser neuen Menge von

"

praktisch-interessanten\

Formeln ausdr

�

ucken lassen. Da diese Hilfsformeln aber einfache Aussagen der Arithmetik betre�en und

formulieren (der auf endliche Teilst

�

ucke von N

0

beschr

�

ankten Arithmetik mit +, � und exp) scheint es eher

unm

�

oglich zu sein, da� sich das f

�

ur eine|um

"

praktisch interessant\ zu sein|hinreichend umfangreiche

Klasse ausschlie�en l

�

a�t.
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3.3 F

�

ur die Beweise verwendete Klasse von Turingmaschi-

nen, ben

�

otigte Bezeichnungen

Die Beweise in [FiR74] zur Erzielung interessanter unterer Schranken f

�

ur die Entschei-

dungskomplexit

�

at einiger entscheidbarer Theorien erfordern die M

�

oglichkeit, zu einer vor-

gegebenen Rechenzeitschranke f(n) die Eigenschaft einer TuringmaschineM , ein Eingabe-

wort w mit Rechenzeitschranke f(n) zu akzeptieren, mit den Ausdrucksmitteln der jeweils

betrachteten Theorie T erfassen und also als Formel F

M;w

in T formulieren zu k

�

onnen;

dabei soll die Beweisbarkeit von F

M;w

in T genau diese Eigenschaft von M in Beziehung

zu w widerspiegeln. Dabei m

�

ussen im Fall des Beweises in [FiR74], damit die Beweisme-

thode der Diagonalisierung angewendet werden kann, diese Formeln F

M;w

immer e�ektiv

aus einer Kodierung des Maschinencodes von M und dem Eingabewort w hergestellt wer-

den k

�

onnen (diese Erzeugung von F

M;w

mu� sogar in polynomialer Rechenzeit erfolgen

k

�

onnen).

Dieses Vorgehen erfordert also jedenfalls eine genaue Festlegung von Kodierungen f

�

ur

Turingmaschinen. Schon f

�

ur die De�nition von solchen Kodierungen ist es sinnvoll, die

Klasse der im Beweis betrachteten Turingmaschinen irgendwie einzuschr

�

anken, beispiels-

weise auf eine Klasse mit beschr

�

anktem und �xiertem Bandalphabet.

Au�erdem besteht auch noch im Hinblick auf die Darstellung der Komplexit

�

atsbeweise

(und dabei v.a. f

�

ur die der Transformation von Maschinencode hMi f

�

ur M und Eingabe-

wort w zur Formel F

M;w

), die ohnehin recht aufwendig ist, ein Interesse an einer einfach

zu beschreibenden, eingeschr

�

ankten Klasse von Turingmaschinen.

Bei der Wahl einer solchen eingeschr

�

ankten Klasse darf aber andererseits gegen

�

uber der

allgemeinen und umfassenden Klasse aller Turingmaschinen m

�

oglichst kein gro�er Kom-

plexit

�

atsspielraum verloren gehen. Dies deswegen, damit Komplexit

�

atsaussagen, die zuerst

nur in Beziehung zur eingeschr

�

ankten Klasse bewiesen werden, dann auf die Klasse aller

Turingmaschinen

�

ubertragen werden k

�

onnen, ohne da� dabei die Qualit

�

at der betrachteten

und zu

�

ubertragenden Komplexit

�

atsaussagen weitgehend abhanden ger

�

at.

Eine in Frage kommende, sinnvolle Klasse von Turingmaschinen mit diesen Eigen-

schaften ist nun sicherlich die Klasse der Turingmaschinen mit nur einem Turingband, das

au�erdem nur einseitig (rechtsseitig) unendlich ist. Denn f

�

ur allgemeine Turingmaschinen

existieren immer Simulationen auf einer 1-Band-Maschine mit (von der Wachstumsord-

nung her) quadratisch h

�

oherer Rechenzeitschranke. In diesem Fall kann dann z.B. aus

einer f

�

ur ein Problem P bez

�

uglich deterministischen 1-Band-Maschinen bewiesenen unte-

ren Schranke bez

�

uglich Rechenzeit von der Gestalt 2

cn

f

�

ur ein �xes c 2 R , c > 0 die untere

Schranke 2

1

2

cn

f

�

ur P bez

�

uglich Rechenzeit beliebiger deterministischer Turingmaschinen

hergeleitet werden.

[FiR74] verwenden als eingeschr

�

ankte Maschinenklasse 1-Band-Turingmaschinen mit

einseitig unendlichem Band und mit Bandalphabet f0; 1g. Die Wahl eines solchen, f

�

ur
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Turingmaschinen kleinstm

�

oglichen Alphabets erfolgte in [FiR74] im Hinblick darauf, da�

ein wesentlicher Beweisschritt bei der Konstruktion der Formeln F

M;w

in der Beschreibung

von Bin

�

arw

�

ortern vorgegebener L

�

ange durch Formeln der jeweils betrachteten Theorie T

besteht und sich Berechnungen von Maschinen aus dieser Klasse ziemlich unmittelbar

durch Bin

�

arw

�

orter beschreiben lassen.

Die Verwendung von Turingmaschinen aus dieser Klasse hat aber jedenfalls den (zu-

erst nur formalen) Nachteil, da� sie, um zur Erzielung von Komplexit

�

atsaussagen

�

uber-

haupt tauglich benutzt werden k

�

onnen, in einer Nicht-Standard-Weise eingesetzt wer-

den m

�

ussen. Eine wie

�

ublich de�nierte Turingmaschine mit Bandalphabet f0; 1g w

�

are

n

�

amlich eine un

�

are Maschine, d.h. es m

�

u�te jedenfalls ein Zeichen als Leersymbol (z.B. das

Symbol 0) de�niert und verwendet werden und eine solche Maschine k

�

onnte dementspre-

chend (jedenfalls als Ein- und Ausgaben) ausschlie�lich un

�

are Strichcodes (z.B. Eingabe

0111111111111111110 f

�

ur die Zahl 17) verarbeiten. Dadurch w

�

urden Komplexit

�

atsaussa-

gen aber in dramatischer Weise verzerrt werden, da demgegen

�

uber realistische L

�

angen von

Eingaben und Ausgaben logarithmisch k

�

urzer w

�

aren und die Eingabel

�

ange ja f

�

ur alle hier

betrachteten Komplexit

�

atsaussagen den Vergleichsma�stab f

�

ur Aufwandsabsch

�

atzungen

bildet.

Um solche Turingmaschinen dennoch in brauchbarer Weise verwenden zu k

�

onnen, ist

es notwendig, auch als Eingabe(symbol-)menge die ganze Menge f0; 1g zu setzen und also

den Einsatz von Bin

�

arw

�

ortern als Eingabestrings zu gestatten. In diesem Fall kann dann

allerdings das Ende einer Eingabe-Zeichenkette nicht mehr durch folgende Leersymbole

erkennbar sein (da es ein festgesetztes Leersymbol auf solchen Maschinen dann nicht mehr

gibt) und damit m

�

ussen die Ein- und Ausgabemengen solcher Maschinen zus

�

atzlichen

Spezi�kationen unterworfen werden. Das kann etwa dadurch geschehen, da� bei der Er-

stellung des Programmcodes einer jeden solchen Maschine davon ausgegangen wird, da�

die Eingabe in der Form von Bin

�

arbl

�

ocken einer �xen L

�

ange l 2 N , l � 2 vorliegt und

aufeinanderfolgende l-Bl

�

ocke in festgesetzter Weise als Symbole aus einem Alphabet mit

M

�

achtigkeit � 2

l

zu interpretieren sind.

Die genaue Formalisierung eines solchen Vorgehens w

�

urde eine neue Spezi�kation sol-

cher Turingmaschinen z.B. mit R

�

ucksicht auf die L

�

ange der verwendeten bit-Bl

�

ocke, die

Interpretation dieser bit-Bl

�

ocke als Symbole festgelegter Alphabete und die Ein- und Aus-

gabemengen solcher Maschinen erfordern. [FiR74] vermeiden jedoch eine solche exakte

Formalisierung der verwendeten Turingmaschinen und gehen zum Zweck der Darstellung

der wesentlichen Schritte ihres Beweises nur vom Vorliegen �xierter und erkennbarer Ko-

dierungen von Maschinen aus dieser Klasse, von Bin

�

arw

�

ortern

10

und von Formeln der

betrachteten Theorien als (erkennbare) Bin

�

arw

�

orter aus, ohne diese Kodierungen aller-

10

Eine Turingmaschine mit Bandalphabet f0; 1g kann ja das Ende eines als Eingabe vorliegenden

Bin

�

arwortes w 2 f0; 1g

�

(auch wenn es nach rechts durch unendlich viele Symbole 0 begrenzt ist) nicht

erkennen, ohne von zus

�

atzlichen Annahmen

�

uber die Gestalt von w auszugehen.
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dings explizit festzulegen.

In der Aufarbeitung hier wird aber die Verwendung von Turingmaschinen mit Band-

alphabet f0; 1g, eine daf

�

ur notwendige genaue Formalisierung solcher Maschinen und die

Verwendung von erkennbaren Bin

�

arkodierungen f

�

ur Maschinen, Bin

�

arw

�

orter und Formeln

dadurch umgangen, da� als eingeschr

�

ankte Maschinenklasse im wesentlichen die gesamte

Klasse der 1-Band-Turingmaschinen mit einseitig unendlichem Band benutzt wird. (F

�

ur

die Beweise wird diese Klasse dann noch zeitweilig auf die Menge aller solchen Maschinen,

die

�

uber einem gegebenen, endlichen Bandalphabet � operieren, eingeschr

�

ankt.)

Dieses Vorgehen hat gegen

�

uber dem von [FiR74] aufgezeigten Weg den Vorteil, sich

auf ein ausgearbeitetes und bekanntes, formales Konzept von Turingmaschinen st

�

utzen zu

k

�

onnen und dadurch sp

�

ater auch den Nachweis der

�

Ubertragbarkeit von f

�

ur diese einge-

schr

�

ankte Maschinenklasse nachgewiesenen Komplexit

�

atsaussagen zu allgemein g

�

ultigen

weitgehend informell (mit dem Hinweis auf bekannte Simulationsergebnisse) gestalten zu

k

�

onnen. Weiters wird dadurch auch die Verwendung von expliziten, erkennbaren Bin

�

arko-

dierungen f

�

ur Eingabew

�

orter und Formeln unn

�

otig (eine Kodierung f

�

ur Maschinen (nicht

unbedingt eine Bin

�

arkodierung) mu� dennoch verwendet werden). { Allerdings verschiebt

sich dadurch das Problem der

�

Ubertragung von W

�

ortern

�

uber beliebigen Alphabeten zu

diesen entsprechenden Bin

�

arw

�

ortern in die Komplexit

�

atsbeweise hinein und mu� darin

behandelt werden; das verursacht aber keinen bedeutenden Mehraufwand.

Es tritt hier jedoch noch ein zus

�

atzliches Problem auf, das bei dem in [FiR74]

gew

�

ahlten Vorgehen durch die Verwendung von Bin

�

arkodierungen und der ausschlie�li-

chen Benutzung von Turingmaschinen mit Bandalphabet f0; 1g vermieden wird: Die in

[FiR74] gew

�

ahlte, direkte Beweismethode der Diagonalisierung macht es notwendig, da�

die gew

�

ahlte Maschinenklasse und die f

�

ur diese de�nierte Kodierung so aufgebaut sind,

da� Kodierungen von Maschinen dieser Klasse auch von einer Maschine aus der Klasse

selbst erkannt werden k

�

onnen. { Diese Einschr

�

ankung an die betrachtete Maschinenklasse

und die daf

�

ur verwendete Kodierung ist aber nicht wirklich gravierend und ihr wird hier

durch die Festsetzung eines �xen (f

�

ur die Beweise aber weitgehend unspezi�ziert gelasse-

nen), endlichen Bandalphabets � f

�

ur die verwendeten 1-Band-Turingmaschinen und eine

explizit gew

�

ahlte Kodierung dieser Maschinen in die Menge �

�

entsprochen.

Als Formalisierung des Konzeptes der 1-Band-Turingmaschine mit einseitig (rechtssei-

tig) unendlichem Band wird hier die Formalisierung aus [HoUl79] verwendet. Nach dieser

kann jede solche Maschine als 7-TupelM = (Q;�;�; �; q

0

;#; F )

11

aufgefa�t werden, wobei

die Bezeichnungen

Q : : : eine endliche Menge von Zust

�

anden;

� : : : eine endliche Menge von zul

�

assigen Bandsymbolen;

11

Das in [HoUl79] verwendete Leersymbol B ist hier|um Mi�verst

�

andnisse zu vermeiden|durch #

ersetzt worden, das auch schon bei der De�nition von IOTM's in Kapitel 1 als Leersymbol verwendet

worden ist.
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# : : : # 2 �, ein spezielles Symbol aus �, das Leersymbol ;

� : : : � � �nf#g, eine # nicht enthaltende Teilmenge von �,

die Menge der Eingabesymbole;

� : : : die

�

Ubergangsfunktion, die im deterministischen Fall eine

partielle Funktion � : (QnF )� �! Q� �� fL;Rg und im

nichtdeterministischen Fall eine partielle Funktion der Gestalt

� : (QnF )� �! 2

Q���fL;Rg

ist;

q

0

: : : q

0

2 Q, der Startzustand ;

F : : : F � Q, die Menge der Endzust

�

ande;

gelten.

Die f

�

ur die Beschreibung von Berechnungen von Turingmaschinen dieses Konzeptes

verwendeten Bezeichnungen werden der Form nach hier aus [HoUl79] entnommen, jedoch

mit den f

�

ur IOTM's in Kapitel 1 erfolgten Bezeichnungen und De�nitionen in Verbindung

gebracht. Da sich die Beschreibung der Begri�e hier wesentlich auf die De�nitionen in

Kapitel 1 st

�

utzt, nimmt diese hier nicht die Form eigenst

�

andiger De�nitionen an.

Eine Kon�guration (oder Augenblicksbeschreibung einer 1-Band-Turingmaschine M

ist von der Gestalt �

1

q�

2

mit �

1

2 �

�

, q 2 Q, �

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g; dabei ist �

1

�

2

jene Zeichenkette, die dem Inhalt des Bandes zum betrachteten Zeitpunkt vom ersten

(links

�

au�ersten) Bandk

�

astchen bis zum am weitesten rechts be�ndlichen Zeichen ungleich

# (und einschlie�lich jenes Zeichens) entspricht, q der gegenw

�

artige Zustand der Maschine

M (um Mi�verst

�

andnisse zu vermeiden, seien die Mengen Q und � als disjunkt voraus-

gesetzt); die Position des Schreib-Lese-Kopfes (SLK) von M zum betrachteten Zeitpunkt

wird von �

1

q�

2

dadurch beschrieben, da� hierdurch gefordert ist, der SLK be�nde sich

auf dem (j�

1

j+ 1))-ten Bandk

�

astchen, jenem K

�

astchen, auf dem sich das erste Symbol

von �

2

be�ndet (falls �

2

= �, be�ndet sich der SLK auf einem K

�

astchen, das # tr

�

agt).

Ein Zug � `

M

� einer 1-Band-Turingmaschine M ist der

�

Ubergang zwischen Kon�gu-

rationen �, � von M durch die Ausf

�

uhrung eines elementaren Berechnungsschrittes von

M , der im Lesen eines Zeichens vom Band, dem Drucken eines (eventuell neuen) Zeichens

an der gleichen Stelle auf das Band und der anschlie�enden Bewegung des SLKes von M

auf ein benachbartes Bandk

�

astchen besteht.

F

�

ur eine deterministische Turingmaschine M ist dabei f

�

ur zwei Kon�gurationen �,

� ein Zug � `

M

� genau dann m

�

oglich, falls �

1

2 �

�

, X;Y;Z 2 �, q; p 2 Q und

�

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g existieren, soda�

(i):

�

� = �

1

ZqX�

2

& �(q;X) = (p; Y; L) &

& (�

2

6= � ) � = �

1

pZY �

2

) &

& (�

2

= � & Y 6= # ) � = �

1

pZY ) &

& (�

2

= � & Y = # & Z 6= # ) � = �

1

pZ) &

& (�

2

= � & Y = # & Z = #& ) � = �

1

p)

�

_
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_

�

� = �

1

Zq & �(q;#) = (p; Y; L) &

& (Y 6= # ) � = �

1

pZY ) &

& (Y = # & Z 6= # ) � = �

1

pZ) &

& (Y = # & Z = # ) � = �

1

p)

�

oder

(ii): � = �

1

qX�

2

& �(q;X) = (p; Y;R) & � = �

1

Y p�

2

_

_ � = �

1

q & �(q;#) = (p; Y;R) & � = �

1

Y p

gilt.

F

�

ur eine nichtdeterministische 1-Band-Turingmaschine M und zwei Kon�gurationen

�, � von M ist ein Zug � `

M

� genau dann m

�

oglich, falls �

1

2 �

�

, �

2

2 �

�

(�nf#g)[f�g,

X;Z 2 �, p 2 Q ein Y 2 � und ein p 2 Q existieren, soda� (i)' und (ii)' gelten, wobei

(i)' und (ii)' aus den oben dargestellten Bedingungen (i) und (ii) durch die Ersetzung

aller Ausdr

�

ucke �(q;X) = (p; Y;M) und �(q;#) = (p; Y;M) durch Ausdr

�

ucke (p; Y;M) 2

�(q;X) und (p; Y;M) 2 �(q;#) hervorgehen (f

�

ur beliebiges M 2 fL;Rg).

Sei M = (Q;�;�; �; q

0

;#; F ) eine deterministische oder nichtdeterministische 1-Band-

Turingmaschine.

Falls f

�

ur zwei Kon�gurationen �, � von M � `

�

M

� gilt, so hei�t � der Nachfolger

von � bzw. die Nachfolgekon�guration von �. Die Anfangskon�guration �

M

(x) von M f

�

ur

Eingabewort x 2 �

�

sei durch �

M

(x) := q

0

x gegeben; eine Kon�guration von M ist eine

Endkon�guration, falls darin ein Endzustand vorkommt.

Die De�nitionen f

�

ur � `

(l)

M

� (l 2 N

0

), � `

�

M

�, � `

+

M

� (f

�

ur zwei Kon�guratio-

nen � und � von M) sowie von

"

C ist Berechnungspfad von M f

�

ur Eingabewort x\,

"

C ist akzeptierender Berechnungspfad von M f

�

ur Eingabewort x\,

"

n ist L

�

ange eines

Berechnungspfades\,

"

C

1

ist Teilpfad eines Berechnungspfades C

2

\ k

�

onnen nun aus De-

�nition 1.4.3 (die dort f

�

ur IOTM's Festsetzungen tri�t) f

�

ur (eine 1-Band-Maschine) M

(hierher)

�

ubernommen werden.

F

�

ur die De�nition der von einem akzeptierenden Berechnungspfad erhaltenen Ausga-

be ist es jedoch sinnvoll, hier einschr

�

ankender als in De�nition 1.4.3 folgende Setzung zu

verwenden: Ein akzeptierender Berechnungspfad C = (�

0

; �

1

; : : : ; �

n

) von M f

�

ur Einga-

bewort x 2 �

�

erh

�

alt Ausgabe y 2 �

�

(�nf#g) [ f�g genau dann, wenn f

�

ur ein q 2 F

�

n

= qy gilt (dabei wird also gefordert, da� der SLK am Ende der Berechnung wieder

ganz links positioniert ist).

M akzeptiert ein Wort x 2 �

�

, falls es einen akzeptierenden Berechnungspfad

von M f

�

ur ein Eingabewort x gibt. Die von M akzeptierte Sprache L(M) sei als

L(M) := fx 2 �

�

=M akzeptiert xg � �

�

de�niert.
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Sei f : �

�

! �

�

eine Funktion f

�

ur � � �, � ein Alphabet. Falls M eine deterministi-

sche Maschine ist, sei gesetzt:

M berechnet die Funktion f ()

() (8x 2 �

�

)(9C Berechnungspfad)

�

C ist akzeptierender Berechnungspfad von M

f

�

ur Eingabewort x, der Ausgabe f(n) erh

�

alt

�

:

Die L

�

ange jCj eines Berechnungspfades C = (�

0

; �

1

; : : : ; �

n

) von M auf Eingabe x

sei als jCj := n de�niert, der Speicherplatzbedarf SP (C) des Berechnungspfades C als

SP (C) := maxfj�

i

j =i 2 N ; 0 � i < ng de�niert (also als das Maximum von Eingabel

�

ange

jxj und der Nummer des w

�

ahrend des Ablaufes von C am weitesten rechts auf dem Band

aufgesuchten Bandk

�

astchens). Die De�nition der Rechenzeitfunktionen Min�RZ

M

(x)

und der Speicherplatzfunktion Min�SP

M

(x) vonM f

�

ur Eingabe x (bzw. von RZ

M

(x) und

SP

M

(x) im Fall, da� M deterministisch ist) k

�

onnen nun aus De�nition 1.4.6

�

ubernommen

werden.

F

�

ur eine Sprache L � �

�

, Funktionen f : �

�

! �

�

mit � � �, � ein Alphabet,

Schrankenfunktionen s; t : N

0

! N

0

k

�

onnen nun die De�nitionen von

"

M akzeptiert

L mit Rechenzeitschranke t(n)\,

"

: : : mit Speicherplatzschranke s(n)\,

"

: : : mit Re-

chenzeitschranke t(n) und mit Speicherplatzschranke s(n)\ sowie von

"

M berechnet f mit

Rechenzeitschranke t(n)\ etc. aus De�nition 1.4.7

�

ubernommen werden.

Dasselbe gilt f

�

ur analoge Aussagen strikte Schrankenfunktionen betre�end.

Davon ausgehend lassen sich nun analog zu De�nition 1.4.8 f

�

ur Schrankenfunktionen

t; s : N

0

! R

+

0

Komplexit

�

atsklassen f

�

ur von 1-Band-Turingmaschinen akzeptierten Spra-

chen bzw. berechneten Funktionen de�nieren, wof

�

ur stellvertretend

DTime

1-Band

(t(n)) :=

�

L=(9� endl. Alph.)

(9det. 1-Band-Tm. M mit Eing.alph. �)

(L � �

�

& M akzeptiert L

mit Rechenzeitschranke t(n))

	

;

NTimeSpace

1-Band;�

(t(n); s(n)) :=

�

L � �

�

=(91-Band-Tm. M mit Eing.alph. �)

(L � �

�

& M akzeptiert L mit Rechenzeit-

schranke t(n) und Speicherplatzschranke s(n))

	

;

DFTime

�

1-Band;�;�

(t(n)) :=

�

f : �

�

! �

�

=

(91-Band-Tm. M mit Eing.alph. �, Bandalph. �)

�

� � � & M berechnet f mit

strikter Rechenzeitschranke t(n)

�	

;
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(f

�

ur endliche Alphabete �, �) de�niert seien. Analog zu De�nition 1.4.8 seien damit

hier dann auch bez

�

uglich Funktionenmengen (als Schrankenfunktionen) de�nierte Kom-

plexit

�

atsklassen erkl

�

art.

Da f

�

ur die zu de�nierende Klasse von 1-Band-Turingmaschinen mit Bandalphabet � ei-

ne handhabbare Kodierungsfunktion festgelegt werden soll, ist es n

�

utzlich, die Klasse aller

1-Band-Turingmaschinen mit Bandalphabet � noch unwesentlich, aber auf eine Menge

12

EM

�

einzuschr

�

anken, f

�

ur die eine Kodierungsfunktion direkt angegeben werden kann.

De�nition 3.3.1. Die Menge EM

�

von 1-Band-Turingmaschinen mit �xiertem

Bandalphabet �, die Klasse EM.

� sei ein beliebiges endliches Alphabet, # 2 � ein als dieses Symbol hier �xiertes

Leersymbol.

Dann sei die (spezielle) Menge EM

�

von 1-Band-Turingmaschinen mit einseitig un-

endlichem Band und Bandalphabet � wie folgt erkl

�

art:

EM

�

:=

�

M = (Q;�;�; �; q

1

;#; F )=

M ist eine det. od. nichtdet. 1-Band-Tm.

mit rechtss. unendl. Band;

es existiert k 2 N , soda� Q = fq

1

; : : : ; q

k

g und F = fq

k

g

	

F

�

ur Schrankenfunktionen s; t : N

0

! N

0

seien mit DTime

EM

�

(t(n)),

NSpace

EM

�

(s(n)), DFTime

EM

�

(t(n)), DFTimeSpace

EM

�

(t(n); s(n)), etc. die

Einschr

�

ankungen der Komplexit

�

atsklassen DTime(t(n)), NSpace(s(n)), DFTime(t(n)),

DFTimeSpace(t(n); s(n)), etc. (bzw. DTime

1-Band

(t(n)), : : : ) auf die von EM

�

-Ma-

schinen mit den jeweiligen Rechenzeit- oder bzw. und Speicherplatzschranken akzeptierten

Sprachen L mit L � (�nf#g)

�

bzw. berechenbaren Funktionen f (mit f : �

�

! �

�

bez

�

ugli-

che Alphabeten �;� mit � � �nf#g und � � �) gemeint und bezeichnet; dasselbe gelte

f

�

ur die bez

�

uglich strikter Schrankenfunktionen de�nierten Klassen DTime

�

EM

�

(t(n)),

: : : .

Weiters sei noch die Klasse EM durch

EM := fM=(9� endl. Alph.) (# 2 � Leersymbol;M 2 EM

�

)g

festgesetzt.

Das Eingabealphabet � von M = (Q;�;�; �; q

1

;#; F ) 2 EM

�

wird weiters

�

ofter in der Be-

zeichung �(M) := � (� �nf#g) verwendet.

12

Hiermit ist in diesem Fall im besonderen nur gemeint, da� die Zustandsmenge als Teilmenge einer

�xierten abz

�

ahlbaren Grundgesamtheit von m

�

oglichen Zust

�

anden fq

1

; q

2

; : : : g angenommen wird und man

dann|einem in der Mathematik verbreiteten Wortgebrauch von

"

Mengen\ versus

"

Klassen\ folgend|auch

von einer Menge von Turingmaschinen sprechen kann.
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Es ist leicht einzusehen, da� sich jede beliebige 1-Band-TuringmaschineM mit Bandal-

phabet � nur durch die Umbenennung von Zust

�

anden (und die dementsprechende Ab

�

ande-

rung der

�

Ubergangsfunktion �) und weiters noch einer geringf

�

ugigen

�

Anderung von � in

Bezug auf die Endzust

�

ande zu einer MaschineM

0

2 EM

�

mit dem gleichen Verhalten (f

�

ur

alle m

�

oglichen) Eingaben umbilden l

�

a�t (und mit insbesondere auch derselben Rechenzeit-

und Speicherplatzfunktion).

Es ergibt sich daraus nat

�

urlich, da� die De�nition gesonderter EM- und EM

�

-Komple-

xit

�

atsklassen oben inhaltlich eigentlich nicht gerechtfertigt oder n

�

otig ist, da diese deshalb

immer mit den entsprechenden Komplexit

�

atsklassen bez

�

uglich 1-Band-Turingmaschinen

zusammenfallen. So gelten also beispielsweise die Aussagen

DTime

EM

�

(t(n)) = DTime

1-Band;�

(t(n));

NT imeSpace

�

EM

(t(n); s(n)) = NTimeSpace

�

1-Band

(t(n); s(n))

f

�

ur alle Schrankenfunktionen s; t : N

0

! R

+

0

. { Diese speziellen Bezeichnungen wurden hier

aber dennoch eingef

�

uhrt, damit in den sp

�

ater dargestellten Komplexit

�

atsbeweisen direkt

erzielte Komplexit

�

atsaussagen von durch

�

Ubertragung mittels Simulationen erzielten Aus-

sagen auch durch eine Bezeichnung klar unterschieden werden k

�

onnen.

Wird nun f

�

ur ein endliches Alphabet �, das ein als solches vorgesehenes Leersymbol

# enth

�

alt, noch eine Symbolfunktion Symb : f0; 1; : : : ; j�j � 1g ! �, die bijektiv ist und

also die Symbole von � zu nummerieren gestattet, gew

�

ahlt, so ist damit eine explizite

Kodierungsfunktion h�i

�;Symb

: EM

�

! (�nf#g) [ �

code

de�nierbar, wobei �

code

ein noch

anzugebendes Alphabet von Symbolen ist, die zum Zweck der Kodierung zus

�

atzlich ver-

wendet werden.

De�nition 3.3.2. Eine Kodierung f

�

ur EM

�

-Maschinen.

� sei ein endliches Alphabet, # 2 � ein hiermit �xiertes Leersymbol,

Symb : f0; 1; : : : ; j�j � 1g ! � eine bijektive Funktion mit Symb(0) = #.

Dann sei h�i

�;Symb

: EM

�

!

�

(�nf#g) [ �

code

�

+

mit

�

code

= fA;B; : : : ;Z;0;1; : : : ;9; :; -; ;f;g; (; ); ;; ,; .g (# =2 �

code

)

die wie folgt de�nierte (injektive) Kodierungsfunktion:

F

�

ur M 2 EM

�

, M = (Q;�;�; �; q

1

;#; F ) mit Q = fq

1

; : : : ; q

k

g (k 2 N ) und

� = fSymb(i

1

);Symb(i

2

); : : : ;Symb(i

m

)g mit m 2 N , m � 2, und i

1

; : : : ; i

m

2 N ,
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1 � i

1

< i

2

< : : : < i

m

< j�j sei hMi

�;Symb

wie folgt erkl

�

art:

hMi

�;Symb

:= MACHINE: INPUT-ALPHABET �

� fSY Symb(i

1

) , : : : , SY Symb(i

m

)g; �

� BEGIN �

� I

1

; I

2

; : : : ; I

k

�

� END.

(hierin bezeichnet � das Verkettungssymbol, das nicht Teil des Kode-Strings ist, sondern

nur andeuten soll, da� dieser an der betre�enden Stelle noch nicht zuende ist, sondern

nur strukturiert geschrieben wurde), wobei die noch zu de�nierenden Zeichenketten I

i

(1 � i � k) Kodierungen der

�

Ubergangsfunktion � im Zustand q

i

entsprechen und so fest-

gelegt sind:

F

�

ur i 2 N , i = k als

I

k

:= Q(k)

10

: STOP

(wobei hier und im weiteren (n)

10

die im Dezimalsystem geschriebene Zahl n 2 N bedeutet

(vgl. De�nition 3.3.4) und also eine Zeichenkette aus f1; : : : ;9gf0;1; : : : ;9g

�

ist),

f

�

ur i 2 N , i < k als

Q (i)

10

: BLANK,fL

i;0

g; Symb(1) ,fL

i;1

g; : : : ; Symb (j�j � 1) ,fL

i;j�j�1

g

wobei die noch zu pr

�

azisierenden Zeichenketten L

i;j

(i; j 2 N

0

, 1 � i � k � 1, j < j�j)

Kodierungen der im Zustand q

i

auf Bandsymbol Symb(j) m

�

oglichen Aktionen von M sind.

Diese Strings L

i;j

sind wie folgt de�niert:

L

i;j

:= �

falls �(q

i

;Symb(j)) = ; (im Fall, da� M nichtdeterministisch ist) bzw. falls �(q

i

;Symb(j))

unde�niert ist (im Fall, da� M deterministisch ist), und

L

i;j

:= (Q (

~

I

1

)

10

, S

1

,M

1

),(Q (

~

I

2

)

10

, S

2

,M

2

), : : : ,Q (

~

I

N

)

10

, S

N

,M

N

)

falls N 2 N ,

~

I

1

; : : : ;

~

I

N

2 f1; : : : ; kg, J

1

; : : : ; J

N

2 f0; 1; : : : ; j�j � 1g,

M

1

; : : : ;M

N

2 fL;Rg existieren, soda� mit S

1

; : : : ; S

N

2 (�nf#g) [ fBLANKg �

�

�

(� [ fB;L;A;N;Kg) n f#g

�

�

gilt:

(1) �(q

i

;Symb(j)) = f(q

~

I

1

;Symb(J

1

);M

1

); : : : ; (q

~

I

N

;Symb(J

N

);M

N

)g

(im Fall, da� M nichtdeterministisch ist), bzw.

�(q

i

;Symb(j)) = (q

~

I

N

;Symb(J

1

);M

1

) und N = 1

(im Fall, da� M nichtdeterministisch ist);
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(2) die 3-Tupel (

~

I

1

; J

1

;M

1

); : : : ; (

~

I

N

; J

N

;M

N

) lexikographisch aufsteigend geordnet sind;

(3) f

�

ur l 2 f1; : : : ; Ng gilt:

S

l

:=

(

BLANK : : : J

l

= 0

Symb(J

l

) : : : J

l

> 0

F

�

ur den wichtigen

�

au�eren Teil der Komplexit

�

atsbeweise in [FiR74], jenen Teil, in

dem die Methode der Diagonalisierung wirklich zum Tragen kommt, ist es wesentlich, da�

die verwendeten Kodierungen von Turingmaschinen nicht nur erkennbar, sondern auch in

deterministischer

13

polynomialer Rechenzeit von einer 1-Band-Turingmaschine der einge-

schr

�

ankten Klasse erkannt werden k

�

onnen. Obwohl im vorliegenden Fall der Kodierungen

h�i

�;Symb

leicht einzusehen ist, da� das der Fall ist ( es stecken in diesen Kodierungen kei-

ne schwer-erkennbaren Komplexit

�

aten), sollte man sich davon dennoch auch ausf

�

uhrlich

�

uberzeugen. Das geschieht jedoch nur skizzenhaft beim Beweis des folgenden Lemmas:

Lemma 3.3.3. � ein endliches Alphabet, # 2 � ein hiermit �xiertes Leersymbol,

Symb : f0; 1; : : : ; j�j � 1g ! � bijektiv mit Symb(0) = #, �

code

wie in De�nition 3.3.2,

h�i

�;Symb

: EM

�

!

�

(�nf#g) [ �

code

�

+

die wie in De�nition 3.3.2 beschriebene Kodie-

rungsfunktion f

�

ur EM

�

-Turingmaschinen.

Dann gilt: Die Menge der Kodes von EM

�

-Turingmaschinen bzgl. h�i

�;Symb

ist mit Hilfe

einer EM

�[�

code

-Turingmaschine in deterministischer polynomialer Rechenzeit erkennbar.

Insbesondere gilt f

�

ur L := fhMi

�;Symb

=M 2 EM

�

g � ((�nf#g) [ �

code

)

+

L; co�L 2 DTime

EM

�[�

code

(POL):

Beweisskizze. Hier seien nur die f

�

ur die

�

Uberpr

�

ufung einer Zeichenkette

w 2

�

(�nf#g) [ �

code

�

�

, ob diese einen Maschinencode hMi

�;Symb

f

�

ur M 2 EM

�

darstellt, n

�

otigen

�

au�eren Schritte beschrieben. Es ist aber trotzdem aus der Form

dieser Schritte ersichtlich, da� sie von einer deterministischen EM

�nf#g[�

code

-Maschine

nacheinander, jeweils in polynomialer Rechenzeit und so insgesamt in polynomialer

Rechenzeit ausgef

�

uhrt werden k

�

onnen. Diese Schritte sind:

(1)

�

Uberpr

�

ufen, ob w die

�

au�ere Form eines Maschinencodes hat, insbesondere

13

F

�

ur den wesentlichen in Satz 3.4.1 formalisierten Teil der Komplexit

�

atsbeweise w

�

urde eigentlich auch

nichtdeterministische polynomiale Rechenzeit gen

�

ugen, wenn zus

�

atzlich die Erkennung vom Anfang und

Ende eines Kodestrings auch diese Eigenschaft hat. { Da in den Beweisen sp

�

ater mit diesen Kodierungen

aber auch operiert werden mu�, d.h. insbesondere Formeln F

M;w

aus hMi

�;Symb

und w immer in deter-

ministischer polynomialer Rechenzeit hergestellt werden m

�

ussen, ist diese Beobachtung praktisch (sehr

wahrscheinlich) unbedeutend.
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(i) ob w die Gestalt

MACHINE: INPUT-ALPHABETf ILg;

BEGIN I

1

; I

2

; : : : ; I

k

END.

f

�

ur Strings IL; I

1

; : : : ; I

k

2 (�

code

[ �)

�

(k 2 N ), die noch weiter untersucht

werden, hat;

(ii) ob IL der Gestalt SYa

1

,SYa

2

,SYa

3

,: : : ,SYa

m

mit m 2 N , m � 2 und a

j

2 �

(1 � j � m) ist;

(iii) ob I

i

(falls i < k) von der Form

Qw: BLANK,fL

i;0

g;Symb(1) ,fL

i;1

g;: : : ;Symb(j�j � 1) ,fL

i;j�j�1

g;

mit w 2 f0;1; : : : ;9g

+

und noch weiter zu untersuchenden L

i;j

ist, bzw. ob I

i

(falls i = k) (und also danach nur END. folgt) von der Form

Q w: STOP

mit w 2 f0;1; : : : ;9g

+

ist;

(iv) ob die Listen L

i;j

in I

i

entweder leere Listen oder durch Beistriche getrennte

Listen von 3-Tupel der Gestalt

(Q w, a, M)

mit w 2 f0;1; : : : ;9g

+

, a 2 (�nf#g) [ fBLANKg, M 2 fL;Rg sind.

(2)

�

Uberpr

�

ufen, ob die dem Eingabealphabet zugeordnete Liste a

1

; : : : ; a

m

in IL nur

Symbole von �nf#g enth

�

alt, ob die Symbole a

j

(1 � j � m) von einer aufstei-

genden Folge 1 � i

1

< i

2

: : : < i

m

� j�j � 1 vermittels a

j

:= Symb(i

j

) (1 � j � m)

stammen.

(3)

�

Uberpr

�

ufen, ob die Nummerierung der Zust

�

ande in den I

i

, von 1 beginnend, fortlau-

fend ist, ob also I

i

wirklich mit

Q (i)

10

: : : :

beginnt.

(4)

�

Uberpr

�

ufen, ob die 3-Tupel in den Listen L

i;j

(1 � i � k, 0 � j < j�j, i; j 2 N

0

) in

ihrer ersten Komponente zul

�

assige, den Zahlen 1 : : : k in dezimaler Darstellung

entsprechende Strings aus f1; : : : ;9gf0;1; : : : ;9g

�

enthalten.
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(5)

�

Uberpr

�

ufen, ob die den 3-Tupel in den Listen L

i;j

zugeordneten Tupel

~

I

1

; J

1

;M

1

,

: : : ,

~

I

N

; J

N

;M

N

(vgl. De�nition 3.3.2) (N 2 N ),

~

I

1

; : : : ;

~

I

N

2 f0; 1; : : : ; j�j � 1g,

J

1

; : : : ; J

N

2 f0; 1; : : : ; j�j � 1g, M

1

; : : : ;M

N

2 fL;Rg) lexikographisch aufsteigend

geordnet sind.

}

De�nition 3.3.4. Bezeichnungen f

�

ur Zahlen im a-adische System

und Bin

�

arw

�

orter.

(i) Sei a 2 N , 2 � a � 10.

Die Darstellung einer nat

�

urlichen Zahl n im a-adischen Zahlensystem wird durch

folgende Funktion beschrieben:

(�)

a

: N

0

�! f1; : : : ; a� 1gf0; 1; : : : ; a� 1g

�

[ f0g

n 7�! (n)

a

:= Zahl n, in der Darstellung als Zahlwort

im a-adischen System.

(ii) BW := f0; 1g

�

sei die Menge der Bin

�

arw

�

orter;

BW0 := f0; 1g

+

sei die Menge aller Bin

�

arw

�

orter positiver L

�

ange;

BZW := 1f0; 1g

�

[f0g sei die Menge der Dualzahlen darstellenden Bin

�

arw

�

orter (es

gilt BZW = f(n)

2

=n 2 N

0

g);

BW1 := f0; 1g

�

1[f0g (� BW ) sei jene Menge von Bin

�

arw

�

ortern, die umgedrehten

Dualzahlen entsprechen (es gilt BW1 = f((n)

2

)

R

=n 2 N

0

g);

DZW := f1; : : : ; 9gf0; 1; : : : ; 9g

�

[ f0g sei die Menge der dezimalen Zahlw

�

orter (es

gilt DZW = f(n)

10

=n 2 N

0

g).

(iii) F

�

ur Bin

�

arw

�

orter w 2 BW sei hier (zum Zweck einfacherer Schreibweise in den

folgenden Beweisen) in Erweiterung der Setzung von De�nition 1.3.2 das (i+ 1)-te

Sumbol (i 2 N

0

) von w auch dann de�niert, wenn w weniger als i+ 1 Symbole hat;

in diesem Fall erfolgt als Setzung f

�

ur dieses Symbol das Symbol 0:

F

�

ur w 2 BW mit jwj = n (n 2 N ) und w = x

1

� : : : � x

n

mit x

i

2 f0; 1g (1 � i � n,

i 2 N ) sei f

�

ur alle i 2 N

0

gesetzt:

w(i) :=

�

x

i+1

: : : 0 � i < n

0 : : : i � n

F

�

ur w 2 BW mit w = � sei

w(i) := 0 (i 2 N

0

):
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In den Komplexit

�

atsbeweisen in den folgenden Abschnitten spielen an vielen Stellen

Eigenschaften wie die von Formeln A

n

aus Familien fA

n

g

n2N

0

von Formeln einer Theorie

T , O(n)-l

�

angenbeschr

�

ankt zu sein und in von j(n)

10

j abh

�

angigem POLY LIN -Aufwand

mechanisch bzw. algorithmisch hergestellt werden zu k

�

onnen, eine wichtige Rolle. Diese

Eigenschaften sowie recht

�

ahnliche, sich auf Formeln B

w

aus Familien fB

w

g

w2BW0

bezie-

hende sollen durch die folgende De�nition �xiert werden.

De�nition 3.3.5. Die L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen (A) und (B)

f

�

ur Formelfamilien.

T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

) sei eine als System formaler Sprachen aufgefa�te mathematisch-

logische Theorie. fA

n

g

n2N

0

und fB

w

g

w2BW0

seien Familien von Formeln von T . Dann

sei festgesetzt:

(i): Die Familie fA

n

g

n2N

0

gen

�

ugt der (L

�

angen- und Konstruierbarkeits-) Bedin-

gung (A), falls (�) und (�) gelten, wobei:

(�): F

�

ur g

1

: N

0

�! N

0

n 7�! jA

n

j

gilt: g

1

2 O(n);

(�): F

�

ur g

2

: DZW �! Fo

T

(i)

10

[f

�

ur i 2 N

0

] 7�! A

i

gilt: g

2

2 POLY LIN .

(ii): Die Familie fB

w

g

w2BW0

gen

�

ugt der (L

�

angen- und Konstruierbarkeits-) Be-

dingung (B), falls (�) und (�) gelten, wobei:

(�): F

�

ur g

1

: N

0

�! N

0

n 7�!

8

>

<

>

:

0 : : : n = 0

max

w2BW0;

jwj=n

jB

w

j : : : n � 1

gilt: g

1

2 O(n);

(�): F

�

ur g

2

: BW0 �! Fo

T

w 7�! B

w

gilt: g

2

2 POLY LIN .

In leichter Erweiterung des in [Shoe67] f

�

ur Theorien 1. Ordnung verwendeten Forma-

lismus wird hier auch die dezimale Indizierung von Variablen in Formeln einer Theorie

1. Ordnung im Sinn von [Shoe67] gestattet; dies deswegen, weil bei der Darstellung der

Komplexit

�

atsbeweise, die sich ja v.a. auf Formelsprachen mit informatisch-sinnvoller Syn-

tax beziehen sollen, ein allzugro�er Beschreibungsaufwand entstehen w

�

urde, wenn Formeln

zuerst mit un

�

arer Strichindizierung wie in [Shoe67] und dann noch einmal mit dezimaler

Subscript-Indizierung angeschreiben werden m

�

u�ten. Es ist aber klar, da� sich hieraus

keine weiterreichenden, den logischen Kalk

�

ul einer Theorie 1. Ordnung nach [Shoe67] be-

tre�enden Konsequenzen ergeben.
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Weiters werden|einer verbreiteten Bezeichungsweise folgend, die auch in [FiR74]

benutzt wird|Formeln A, in denen genau die n paarweise verschiedenen Variablen

x

1

; : : : ;x

n

frei vorkommen, auch durch A(x

1

; : : : ;x

n

) bezeichnet. (Im Gegensatz dazu

verwenden aber z.B. [HiBe68] diese Bezeichungsweise f

�

ur Formeln A, in denen jedenfalls

x

1

; : : : ;x

n

frei vorkommen).

Aus dieser Bezeichnungsweise ergeben sich jedoch folgende erw

�

ahnenswerte, Substitu-

tionen in diesen Formeln betre�ende Folgerungen bzw. Unterschiede mit der Handhabung

von Substitutionen in Formeln in [Shoe67]: Sollen in einer Formel A(x

1

; : : : ;x

n

) f

�

ur die

Variablen x

1

; : : : ;x

n

die Terme a

1

; : : : ;a

n

gesetzt bzw. substituiert werden, so wird eine

daf

�

ur entstehende Substitutionsformel (bzw. Instanz von A) mit A(a

1

; : : : ;a

n

) bezeich-

net. Hierbei entsteht A(a

1

; : : : ;a

n

) aus A(x

1

; : : : ;x

n

) durch die gleichzeitige Ersetzung

aller Variablen x

i

in A(x

1

; : : : ;x

n

), die an solchen Stellen darin vorkommen, an denen x

i

frei in A(x

1

; : : : ;x

n

) auftritt, durch a

i

(1 � i � n); und zwar selbst dann, wenn solche

Substitutionen die vorherige Umbenennung von gebundenen Variablen in A(x

1

; : : : ;x

n

)

n

�

otig machen, um zu verhindern, da� durch die beschriebenen Einsetzungen der Terme

a

1

; : : : ;a

n

f

�

ur x

1

; : : : ;x

n

eine der in a

1

; : : : ;a

n

vorkommenden Variablen durch eine Quan-

ti�kation inA(x

1

; : : : ;x

n

) gebunden wird. { Demgegen

�

uber setzt [Shoe67] beim Gebrauch

von A

x

1

;::: ;x

n

[a

1

; : : : ;a

n

] immer voraus, da� dabei durch die Einsetzungen der a

1

; : : : ;a

n

kein solcher Konikt mit den in A gebunden erscheinenden Variablen entsteht; in diesem

Fall w

�

urden, ausgehend von einer Formel A, in der genau x

1

; : : : ;x

n

, die paarweise ver-

schieden sind, auftreten und die hier als A(x

1

; : : : ;x

n

) angeschrieben werden k

�

onnte, die

Formel A

x

1

;::: ;x

n

[a

1

; : : : ;a

n

] und die Formel A(a

1

; : : : ;a

n

) aber

�

ubereinstimmen.

Solche sich aus dieser Formelbezeichnungsweise ergebende, Substitutionen betre�ende

Probleme werden allerdings bei der genauen Festlegung von in den Komplexit

�

atsbeweisen

verwendeten Formeln immer vermieden werden, und zwar dadurch, da� Substitutionen

(v.a. auch aus anderen Gr

�

unden) darin immer umgangen werden. Diese exakten Festle-

gungen werden aus Umfangsgr

�

unden jedoch nicht immer ausf

�

uhrlich angeschrieben (weil

deren Gestalt sich aus k

�

urzer angeschriebenen Formeln dann oft leicht �nden l

�

a�t) und

daher sollte an dieser Stelle auf (m

�

oglicherweise unerw

�

unschte und hier immer zu vermei-

dende) Konsequenzen dieser Schreibweise aufmerksam gemacht werden.

In den folgenden Abschnitten tritt in einigen Beweisen ein einfaches Absch

�

atzungspro-

blem auf, das hier allgemein behandelt werden soll. So steht hinter den Fragen, wieviele

Variablen in einer Formel gegebener L

�

ange (bei festgesetzter Formelsyntax und also auch

�xierter Art der Variablenindizierung) h

�

ochstens vorkommen k

�

onnen, oder, wieviele An-

weisungen ein Programmcode gegebener L

�

ange (ebenfalls bei �xierter Syntax) h

�

ochstens

enthalten kann, jedenfalls auch die Frage, wieviele verschiedene Zahlen im a-adischen Sy-

stem (a 2 N , a � 2) bei vorgegebener Gesamtstellenl

�

ange n h

�

ochstens angeschrieben

werden k

�

onnen. Das einfachere und bekanntere umgekehrte Problem, welche Gesamtstel-

lenl

�

ange das Anschreiben der Zahlen 0; 1; 2; : : : ; n (n 2 N

0

) im a-adischen Zahlsystem
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(a 2 N , a � 2) erfordert, besitzt als L

�

osung eine Funktion von der assymptotischen

Gr

�

o�enordung n log

a

n.

De�nition 3.3.6. Sei (a 2 N , a � 2). Die Funktionen h

a

: N

0

! N und g

a

: N ! N

0

seien

wie folgt de�niert:

h

a

(n) := Gesamtsymbolanzahl, die im a-adischen Zahlensystem n

�

otig ist,

um die Zahlen 0; 1; 2; : : : ; n anzuschreiben ;

g

a

(n) := (�z)

14

[h

a

(m) � z] = (�z)

15

[h

a

(m+ 1) > z] =

= maximales n 2 N

0

so, da� das Anschreiben der Zahlen

aus N

0

, die kleiner als n sind, eine Gesamtsymbolanzahl

� m besitzt .

Lemma 3.3.7. a 2 N , a � 2, g

a

, h

a

wie in De�nition 3.3.6. Dann gilt

16

:

(i) h

a

(0) = 1, h

a

(n) = 1 + p � (n+ 1)�

a

p

� 1

a� 1

mit p = blog

a

nc+ 1 f

�

ur n 2 N ;

(ii) h

a

(n) � n � log

a

n ;

(iii) g

a

(m) � log

a

g

a

(m) � m (daraus folgt sofort auch g

a

(m) 2 o(m)).

Beweis. (i): (a) F

�

ur

s

(a)

n

:=

n

X

i=0

a

i

; s

(a;1)

n

:=

n

X

i=0

i � a

i

(n 2 N

0

)

gilt:

s

(a)

n

=

a

p�1

� 1

a� 1

; s

(a;1)

n

=

1

a� 1

h

na

n+1

� s

(a)

n

+ 1

i

(n 2 N

0

)

Hierbei ist der Ausdruck f

�

ur s

(a)

n

die bekannte Summenformel f

�

ur die (endliche)

arithmetische Reihe, der Ausdruck f

�

ur s

(a;1)

n

l

�

a�t sich durch Induktion best

�

ati-

gen:

15

"

(�z)[: : : ]\ steht f

�

ur das gr

�

o�te z 2 N

0

mit der Eigenschaft [: : : ], falls ein solches existiert, und ist

sonst unde�niert.

15

"

(�z)[: : : ]\ steht f

�

ur das kleinste z 2 N

0

mit der Eigenschaft [: : : ], falls

�

uberhaupt ein solches z 2 N

0

existiert, soda� [: : : ] gilt, und ist andernfalls unde�niert.

16

F

�

ur die De�nition von f(n) � g(n) (assymptotisch gleiches Wachstum) f

�

ur zahlentheoretische Funk-

tionen f; g : N

0

! R

+

0

vgl. De�nition 1.3.6
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Induktionsanfang, n = 0: Durch Einsetzen und Nachrechnen direkt einzusehen.

Induktionsschritt n! n+ 1:

s

(a;1)

n+1

= s

(a;1)

n

+ (n+ 1) a

n+1

=

1

a� 1

h

na

n+1

� s

(a)

n

+ 1

i

+ (n+ 1) a

n+1

=

1

a� 1

h

a

n+1

((n� 1) (a � 1) + n)� s

(a)

n

+ 1

i

=

1

a� 1

�

a

n+1

(n+ 1)� a

n+1

� s

(a)

n

| {z }

=�s

(a)

n+1

+1

�

Hier ist der Ausdruck f

�

ur s

(a)

n

die bekannte Summenformel f

�

ur die (endliche)

arithmetische Reihe, der Ausdruck f

�

ur s

(a;1)

n

l

�

a�t sich durch Induktion best

�

ati-

gen:

(b) h

a

(a

p

� 1) = 1 + p a

p

� s

(a)

p�1

f

�

ur p 2 N :

h

a

(a

p

� 1) = a � 1 + (a� 1) a � 2 + (a� 1) a

2

� 3 + : : :+ (a� 1) a

p�1

� p

= a � 1� (a� 1) a

0

� 1

| {z }

=1

+(a� 1)

p�1

X

i=0

a

i

� (i+ 1)

= 1 + (a� 1)

�

s

(a)

p�1

+ s

(a;1)

p�1

| {z }

=

1

a�1

h

(p�1)a

p

�

a

p�1

�1

a�1

+1+a

p

�1

i

�

= 1 + p a

p

�

a

p�1

� 1

a� 1

(c) Es gilt die Aussage von (i):

F

�

ur n = 0 gilt:

h

a

(0) = Symbolanzahl, um im a-adischen System die Zahl 0

anzuschreiben = 0 ;

F

�

ur n 2 N gilt mit p := blog

a

nc+ 1 (d.h. p so, da� a

p�1

� n < a

p

)

h

a

(n) = h

a

(a

p�1

� 1) + p (n� a

p�1

+ 1)

=

(b)

1 + (p� 1) a

p�1

�

a

p�1

� 1

a� 1

+ p (n� a

p�1

+ 1)

= 1� a

p�1

�

a

p�1

� 1

a� 1

+ p (n+ 1)

= 1 + p (n+ 1)�

a

p�1

� 1

a� 1

:
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(ii): folgt aus (i), denn es gilt:

h

a

(n) = 1 + (blog

a

nc+ 1) � (n+ 1)

| {z }

�n log

a

n

�

a

blog

a

nc+1

a� 1

| {z }

=

a

2

�n�1

a�1

2O(n)

� n log

a

n :

(iii): folgt aus (ii) und der De�nition von g

a

, h

a

: Wegen der De�nition von g

a

gilt:

h

a

(g

a

(m)) � m; m < h

a

(g

a

(m) + 1)

(m 2 N ) :

(3.6)

Wegen (ii) gilt aber (wegen lim

m!1

g

a

(m) = +1)

h

a

(g

a

(m)) � g

a

(m) � log

a

g

a

(m) ;

h

a

(g

a

(m) + 1) � (g

a

(m) + 1) � log

a

(g

a

(m) + 1)

� g

a

(m) � log

a

g

a

(m)

(m 2 N

0

) :

(3.7)

Aus (3.6), (3.7) folgen jedenfalls

lim sup

m

g

a

(m) � log

a

g

a

(m)

m

� 1 ;

lim inf

m

g

a

(m) � log

a

g

a

(m)

m

� 1 ;

also lim

m!1

g

a

(m)�log

a

g

a

(m)

m

= 1, d.h. g

a

(m) � log

a

g

a

(m) � m. Weiters gilt nat

�

urlich

g

a

(m)

m

�

g

a

(m)

g

a

(m)�log

a

g

a

(m)

�

1

log

a

g

a

(m)

!

m!1

0, daraus folgt g

a

(m) = o(m).
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3.4 Allgemeiner Teil der Komplexit

�

atsbeweise

Wie im Abschnitt 2 angedeutet, beruht die in [FiR74] entwickelte und verwendete Me-

thode zur Erzielung unterer Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von bekannten

entscheidbaren Theorien der Additionsarithmetik v.a. auf: Der Entwicklung von Formeln

F

M;w

in den behandelten Theorien, die zu einer vorgegebenen Schrankenfunktion f(n) die

Eigenschaft einer Turingmaschine M (aus einer eingeschr

�

ankten, aber universellen Klas-

se), ein Eingabewort w (

�

uber einem in Frage kommenden Alphabet) mit (im wesentlichen)

Rechenzeitschranke) f(n) zu akzeptieren, genau ausdr

�

ucken; damit ist gemeint, da� die-

se Formeln F

M;w

in der jeweils behandelten Theorie Theoreme sind, genau dann, wenn

die zugeh

�

orige, hier beschriebene Eigenschaft von M und w bez

�

uglich f(n) gilt. Es mu�

bei diesem Vorgehen also die Eigenschaft von M , ein Wort w (f

�

ur genau spezi�zierte

Turingmaschinen M und W

�

orter w) mit Min�RZ

M

(w) � f (jwj) zu akzeptieren, in T

ausdr

�

uckbar sein.

Der in diesem Abschnitt behandelte allgemeine Teil der Komplexit

�

atsbeweise in [FiR74]

gliedert sich in zwei Schritte: Erstens in eine Aussage, wie unter der Voraussetzung dieser

erw

�

ahnten Ausdr

�

uckbarkeitseigenschaft eine untere Schranke f

�

ur die jeweils behandelte

Theorie bewiesen werden kann. Und zweitens in eine allgemeine Methode, wie unter der

Annahme der Existenz von bestimmten Grundformeln mit pr

�

azisierten L

�

angen- und Kon-

struierbarkeitseigenschaften, die Bin

�

arw

�

orter der L

�

ange (f(n))

2

beschreiben helfen, For-

meln F

M;w

aufgebaut werden k

�

onnen, die den Vorausetzungen des ersten Teiles gen

�

ugen.

Dabei m

�

ussen die erw

�

ahnten Grundformeln, um die Komplexit

�

atsbeweise abzuschlie�en,

sp

�

ater in den einzelnen behandelten Theorien der Additionsarithmetik gesondert konstru-

iert werden (vgl. Abschnitt 5, Abschnitt 6 und Abschnitt 7).

Der erste Schritt besteht in der Hauptsache aus dem folgenden Satz 3.4.1, der allge-

meine Bedingungen enth

�

alt und angibt, unter denen exponentiell-lineare oder doppelt-

exponentiell-lineare untere Schranken f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at einer entscheid-

baren Theorie T bewiesen werden k

�

onnen. Diese Schranken beziehen sich dabei zuerst nur

auf die Rechenzeit von nichtdeterministischen EM

�

-Turingmaschinen f

�

ur ein endliches

Bandalphabet �. Satz 3.4.1 entspricht dabei einer

�

Ubertragung von Theorem 6 in [FiR74]

auf die Situation beim hier eingeschlagenen Weg, die direkten Komplexit

�

atsresultate nicht

f

�

ur (Nicht-Standard-)Turingmaschinen mit Bandalphabet f0; 1g (wie in [FiR74]), sondern

f

�

ur 1-Band-Turingmaschinen aus der Menge EM

�

zu erzielen (und diese dann nachher zu

f

�

ur allgemeine IOTM's geltenden zu erweitern).

Die Erweiterung der Komplexit

�

atsresultate von bez

�

uglich EM

�

-Maschinen erzielten zu

bez

�

uglich allgemeinen IOTM's g

�

ultigen wird anschlie�end in Korollar 3.4.2 erfolgen, wobei

diese Ausdehnung der hier nun vorgestellten Aussage Satz 3.4.1|wie fr

�

uher erw

�

ahnt|

weitgehend durch die Anwendung von bekannten Simulationsergebnissen f

�

ur Turingma-

schinen erfolgen kann.
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Satz 3.4.1. Sei f : N

0

! N

0

eine der beiden durch n 7! 2

n

bzw. durch n 7! 2

2

n

de�-

nierten Funktionen; T = (�

T

; F o

T

; Thm

T

) sei eine formalisierte Theorie 1. Ordnung

17

,

die vollst

�

andig

18

ist; � sei ein endliches Alphabet und � � �

T

[ �

code

[ f#g, wo-

bei �

code

wie in De�nition 3.3.2, # das Leersymbol, # =2 �

T

; Symb eine Funkti-

on Symb : f0; 1; : : : ; j�j � 1g ! �, die bijektiv ist und f

�

ur die Symb(0) = # gilt;

h�i

�;Symb

: EM

�

! (�nf#g)

+

die wie in De�nition 3.3.2 festgelegte Kodierung f

�

ur

EM

�

-Turingmaschinen.

Angenommen, es gilt nun:

(9d 2 R ; d > 0)(9e : N

0

! N

0

; Funktion)

(9g : (�nf#g)

�

! �

�

T

; g 2 DFTime

EM

�

(POL))

(8M 2 EM

�

)(8w 2 (�nf#g)

�

)

(9F

M;w

2 Fo

T

geschlossene Formel)

[ es gelten die Forderungen (i), (ii) und (iii) ]

wobei:

(i): F

M;w

2 Thm

T

() w 2 (�(M))

�

&M akzeptiert w &Min�RZ

M

(w) � f(jwj);

(ii): jF

M;w

j � e(jhMi

�;Symb

j) + d � jwj ;

(iii): g(hMi

�;Symb

� w) = F

M;w

:

Dann gilt folgende Aussage

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at der Theorie T : Es exi-

stiert ein c 2 R , c > 0 so, da� f(cn) untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von

T bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer EM

�

-Turingmaschinen ist. Genauer:

Es existiert ein c 2 R , c > 0 so, da� Thm

T

; co�Thm

T

=2 NTime

EM

�

(f(cn)):

Bzw. in ausf

�

uhrlicher und weiter pr

�

azisierter

19

Schreibweise dieser Aussagen:

17

F

�

ur eine solche Formalisierung einer Theorie 1. Ordnung T als ein System formaler Sprachen

T = (�

T

; F o

T

; Thm

T

) k

�

onnte nat

�

urlich auch ein System T

((M))

= (�

T

((M))

; F o

T

((M))

; Thm

T

((M))

) mit

informatisch-sinnvoller Formelsyntax (vgl. Kap. 1) f

�

ur T stehen bzw. gew

�

ahlt werden; eine solche, an

die Formalisierung von T gerichtete,

�

au�ere Einschr

�

ankung ist hier einerseits formal nicht notwendig und

wurde auch weiters in der Absicht vermieden,

�

uberlange Bezeichnungen zu umgehen.

18

Vgl. jedoch den Zusatz in der Folgerung des Theorems, da� diese Forderung f

�

ur die co�Thm

T

betref-

fende Komplexit

�

atsaussage nicht notwendig ist.

19

Die

"

weitere Pr

�

azisierung\ betri�t hier den sich auf co�Thm

T

beziehenden Teil dieser Komple-

xit

�

atsaussage.
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(9c 2 R ; c > 0)(8M

E

2 EM

�

)

�

L(M

E

) = Thm

T

_ L(M

E

) = co�Thm

T

=)

=) (8n

0

2 N )(9n > n

0

; n 2 N )

(9A 2 Fo

T

)

�

jAj = n & A 2 L(M

E

) &Min�RZ

M

E

(A) > f(c � jAj)

��

(3.8)

Hierbei kann c 2 R beliebig mit 0 < c <

1

d

bez

�

uglich eines in der Annahme zul

�

assigen

d 2 R , d > 0 gew

�

ahlt werden.

Die Voraussetzung

�

uber die Theorie T , vollst

�

andig zu sein, ist f

�

ur die co�Thm

T

be-

tre�ende, hier gefolgerte Komplexit

�

atsaussage nicht erforderlich.

[Die Rolle dieses Satzes entspricht im Kontext dieser Aufarbeitung der Rolle, die in

[FiR74] Theorem 6, p. 7, innehat.]

Beweis. Seien f; T;�;#; Symb; h�i

�;Symb

wie in der Voraussetzung des Theorems.

Seien d 2 R , d > 0, e : N

0

! N

0

, g : (�nf#g)

�

! �

�

T

, g 2 DFTime

EM

�

(POL) so, da�

(8M 2 EM

�

)(8w 2 (�nf#g)

�

)(9F

M;w

2 Fo

T

geschlossene Formel)

�

es gelten die Forderungen (i), (ii), (iii) in der Annahme des Satzes.

�

gilt.

Im Beweis hier wird von einer mit F

M;w

f

�

ur M 2 EM

�

und w 2 �(M) bezeichneten

und in dieser Gestalt auftretenden Formel immer vorausgesetzt, da� es sich dabei um die

f

�

ur e,d,f wie angenommen bez

�

uglich M und w nach Annahme hier existierenden, immer

eindeutige Formel mit den Eigenschaften (i), (ii), (iii) handelt.

Sei weiters M

h

2 EM

�

eine EM

�

-Maschine, die g in polynomialer Rechenzeit berech-

net.

(1) Zeige nun|davon ausgehend|die Folgerung des Theorems und dabei zuerst nur die

sich auf die Komplexit

�

at von Thm

T

beziehende Aussage von (3.8):

(9c 2 R ; c > 0)(8M

E

2 EM

�

)

�

L(M

E

) = Thm

T

=)

=) (8n

0

2 N )(9n � n

0

; n 2 N )

(9A 2 Thm

T

)

�

jAj = n &Min�RZ

M

E

(A) > f(c � jAj)

��

(3.9)

Sei dazu c 2 R , c > 0 mit 0 < c <

1

d

und M

E

2 EM

�

mit L(M

E

) = Thm

T

beliebig,

aber �x gew

�

ahlt. F

�

ur c und M

E

wird im weiteren die Erf

�

ulltheit der in den eckigen

Klammern stehenden, inneren Bedingung in (3.9) nachgewiesen.
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Programm 3.4.1 Die Turingmaschine M

(M

E

)

0

:

program M

(M

E

)

0

(x);

Eingabe: x 2 (�nf#g)

�

.

Akzeptieren

der Eingabe: ja, falls x = hMi

�;Symb

� 1

i

und :F

M;x

2 Thm

T

f�ur ein M 2 EM

�

und ein i 2 N

0

;

nein, andernfalls.

begin

if not(x = hMi

�;Symb

� 1

s

f�ur ein M 2 EM

�

, s 2 N

0

) then

halte, ohne zu akzeptieren;

Y:=hMi

�;Symb

; fExtrahiere hMi

�;Symb

aus x, d.h. stelle

auf dem Turingband Y � x herg

F:=M

h

(Y�x); fBerechne F

M;x

g

F:=: F; fStelle :F

M;x

herg

M

E

(F); f ``Erkenne'' mittels M

E

die Formel :F

M;x

g

end M

(M

E

)

0

.

Ausgehend von M

E

wird nun eine EM

�

-Maschine M

(M

E

)

0

aufgebaut, aus deren Ter-

minationseigenschaft durch Diagonalisierung dann die gew

�

unschte Eigenschaft von

f(cn), nicht Rechenzeitschranke f

�

ur M

E

sein zu k

�

onnen, hergeleitet wird.

Die Maschine M

(M

E

)

0

sei dabei in Pseudocode wie in Programm 3.4.1 de�niert.

Der Programmcode von M

(M

E

)

0

in Programm 3.4.1 ist insgesamt so zu verstehen,

da� M

(M

E

)

0

f

�

ur eine Eingabe x 2 (�nf#g)

�

zuerst pr

�

uft, ob x von der Gestalt

hMi

�;Symb

� 1

i

f

�

ur M 2 EM

�

, i 2 N

0

ist, falls nein, h

�

alt, ohne zu akzeptieren,

falls ja, daraus auf dem Turingband zuerst hMi

�;Symb

� hMi

�;Symb

� 1

i

(mit dem

SLK der Maschine auf dem 1. Zeichen) herstellt (also berechnet), daraus mit Hil-

fe von M

h

dann weiter F

M;hMi

�;Symb

�1

i

aufbaut (wieder zuletzt mit dem SLK auf

dem links

�

au�ersten Zeichen), diese Formel negiert und erneut den SLK ganz nach

rechts bringt (Hierf

�

ur ist m

�

oglicherweise der Zwischenschritt der Einf

�

uhrung eines

Begrenzungszeichens

20

am Bandende, das zum Schlu� wieder entfernt wird, n

�

otig)

und schlie�lich die

"

Entscheidungsmaschine\ M

E

(die ja nur f

�

ur Theoreme von T

akzeptierend h

�

alt, f

�

ur Zeichenketten, die keine Theoreme sind, aber entweder nicht

terminiert oder ohne zu akzeptieren h

�

alt|und so eigentlich nur die Theoreme von

20

(als solches kann das Leerzeichen # verwendet werden)
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T erkennt) auf :F

M;hMi

�;Symb

�1

i

anwendet.

Hierbei sind diese einzelnen Schritte im Programmcode Abk

�

urzungen von EM

�

-Ma-

schinen, die Teile von M

(M

E

)

0

bilden bzw. M

(M

E

)

0

aufbauen. Die Erkennung der

Eingabe x, also die Frage, ob x von der Gestalt x = hMi

�;Symb

�1

i

f

�

ur einM 2 EM

�

und ein s 2 N

0

ist, kann von einer EM

�

-Maschine in deterministischer, durch p

1

(jxj)

(f

�

ur ein Polynom p

1

2 N

0

[x])

21

beschr

�

ankter Rechenzeit entschieden werden: hierf

�

ur

ist im wesentlichen die Aussage von Lemma 3.3.3 ma�geblich. (Es ist daf

�

ur auch

entscheidend, da� � so gew

�

ahlt wurde, da� � � �

code

und # =2 �

code

gilt und deshalb

h�i

�;Symb

die Menge EM

�

in (�nf#g)

+

abbildet. Nur dadurch ist es m

�

oglich, da�

eine EM

�

-Maschine mit den Kodes anderer EM

�

-Maschinen (oder eben auch|wie

sp

�

ater wichtig|mit dem eigenen Code) operieren kann.)

Die Konstruktion von hMi

�;Symb

� x aus x = hMi

�;Symb

� 1

i

, wobei am Beginn und

am Ende dieser Berechnung der SLK ganz links au�en positioniert ist, kann dann

in polynomialer Rechenzeit p

2

(jxj) (f

�

ur ein Polynom p

2

2 N

0

[x]) erfolgen (hierbei

ist haupts

�

achlich ausschlaggebend, da� der Anfang und das Ende von h�i

�;Symb

-Ko-

dierungen jeweils direkt zu erkennen sind; p

2

kann quadratisch, d.h. mit Grad 2

gew

�

ahlte werden). Aus hMi

�;Symb

� x = hMi

�;Symb

� hMi

�;Symb

� 1

i

kann nun durch

den Einsatz von M

h

2 EM

�

(M

h

wie in der Annahme des Beweises) in durch

p

3

(jhMi

�;Symb

� xj) � p

3

(2 jxj) beschr

�

ankter Rechenzeit (f

�

ur ein Polynom p

3

2 N

0

[x],

das Rechenzeitschranke f

�

ur M

h

ist) F

M;x

berechnet werden; daraus kann in linea-

rer Rechenzeit (sicher in Rechenzeit � 2 jF

M;x

j + 4) die Formel :F

M;x

hergestellt

und dabei auch der SLK wieder ganz nach links gebracht werden. Insgesamt sind zu

x = hMi

�;Symb

� 1

i

(x = hMi

�;Symb

, i 2 N

0

) nicht mehr als

p

1

(jxj) + p

2

(jxj) + p

3

(2 jxj) + 2p

3

(2 jxj) + 4 =: p(jxj)

Rechenzeitschritte (mit p 2 N

0

[x], p(x) := p

1

(x) + p

2

(x) + 3p

3

(2x) + 4 ) zur Kon-

struktion von :F

M;x

n

�

otig.

Das Terminationsverhalten von M

(M

E

)

0

kann nun wegen der Voraussetzungen und

Beweisannahmen f

�

ur Eingaben der Gestalt x = hMi

�;Symb

� 1

i

(M 2 EM

�

, i 2 N

0

)

21

Ist R ein Integrit

�

atsbereich, so bezeichnet R[x] die Menge der Polynome mit Koe�zienten in R. N [x]

ist also die Menge der Polynome mit Koe�zienten in N

0

.
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auf folgende Weise charakterisiert werden:

M

(M

E

)

0

akzeptiert x() (3.10)

() :F

M;x

2 Thm

T

() F

M;x

=2 Thm

T

() : [x 2 (�(M))

�

&M akzeptiert x &Min�RZ

M

(x) < f(jxj)]

() x =2 (�(M))

�

_

�

x 2 (�(M))

�

&M akzeptiert x nicht

�

_

_

�

x 2 (�(M))

�

&M akzeptiert x &Min�RZ

M

(x) � f(jxj)

�

(Hierbei folgt die erste

�

Aquivalenz aus der Konstruktion von M

(M

E

)

0

, die zweite aus

der Vollst

�

andigkeit von T zusammen mit der Beweisannahme, da� die Formeln F

M;x

geschlossen sind und die dritte

�

Aquivalenz aus der Bedingung (i) in der Annahme

des Theorems.)

Weiters l

�

a�t sich wegen der oben angef

�

uhrten

�

Uberlegung

�

uber den Rechenzeitauf-

wand von M

(M

E

)

0

bis zur Ausf

�

uhrung von M

E

innerhalb von M

(M

E

)

0

mit p(x) wie

oben noch f

�

ur alle x = hMi

�;Symb

� 1

i

(M 2 EM

�

, i 2 N

0

) das folgende aussagen:

M

(M

E

)

0

akzeptiert x =)

=) Min�RZ

M

(M

E

)

0

(x) � p(jxj) +Min�RZ

M

E

(:F

M;x

) (3.11)

Da jedoch nach Konstruktion M

(M

E

)

0

2 EM

�

gilt, kann nun (3.10) auch auf alle

x = hMi

�;Symb

� 1

i

(i 2 N

0

) selbst angewendet werden und durch ein solches Vor-

gehen (hinter dem die bekannte Methode der Diagonalisierung steckt) kann nun

eingesehen werden, da� f(n) nicht Rechenzeitschranke f

�

ur M

(M

E

)

0

sein kann.

Wegen (3.10) und �(M

(M

E

)

0

) = �nf#g (vgl. die Festlegung von M

(M

E

)

0

in Pro-

gramm 3.4.1) gilt n

�

amlich f

�

ur alle x

i

:= hM

(M

E

)

0

i

�;Symb

� 1

i

2 (�nf#g)

�

(i 2 N

0

):

M

(M

E

)

0

akzeptiert x

i

() (3.12)

() :F

M

(M

E

)

0

;x

i

2 Thm

T

()

�

M

(M

E

)

0

akzeptiert x

i

nicht

�

_

_

�

M

(M

E

)

0

akzeptiert x

i

&Min�RZ

M

(M

E

)

0

(:F

M

(M

E

)

0

;x

i

) > f(jx

i

j)

�

Da die Annahme

"

M

(M

E

)

0

akzeptiert x

i

nicht\ innerhalb von (3.12) aber auf einen

Widerspruch f

�

uhrt (es w

�

urde folgen, da� M

(M

E

)

0

das Wort x

i

dann doch akzeptieren
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m

�

u�te), folgt aus (3.12) unmittelbar, da� f

�

ur alle x

i

(i 2 N

0

) gilt:

M

(M

E

)

0

akzeptiert x

i

& :F

M

(M

E

)

0

;x

i

2 Thm

T

&

&Min�RZ

M

(M

E

)

0

(x

i

) > f(jx

i

j)

(3.13)

Insbesondere kann also f(n) nicht Rechenzeitschranke f

�

ur M

(M

E

)

0

sein. Aus dieser

Tatsache l

�

a�t sich nun im weiteren mit Hilfe von (3.11) auch zeigen, da� dann (f

�

ur

das am Anfang des Beweises gew

�

ahlte c) f(cn) auch keine Rechenzeitschranke f

�

ur

M

E

sein kann.

Sei hierf

�

ur nun " > 0 hinreichend klein so gew

�

ahlt, da� gilt:

(1� ")

2

�

1

d

> c; (3.14)

was wegen der Wahl von c als c 2 R , 0 < c <

1

d

(und eben d 2 R , d > 0 nach Bewei-

sannahme) immer m

�

oglich ist. Weiters werden im weiteren die folgenden Setzungen

verwendet:

A

i

:= :F

M

(M

E

)

0

;x

i

;

m

i

:=

�

�

�

hM

(M

E

)

0

i � 1

i

�

�

�

= jx

i

j

n

i

:= jA

i

j (f

�

ur alle i 2 N

0

) (3.15)

Wegen (3.11) und (3.13) folgt nun jedenfalls:

Min�RZ

M

E

(A

i

) �Min�RZ

M

(M

E

)

0

(x

i

)� p(jx

i

j) �

� f(jx

i

j)� p(jx

i

j)

(f

�

ur alle i 2 N

0

)

(3.16)

Da f(n)�p(n) >

ae

f((1�")n) (das folgt aus f((1�~")n) 2 o(f(n)�~p(n)) f

�

ur beliebige

Polynome ~p 2 N

0

[x] und ~" 2 R , ~" > 0; dies wiederum ist eine einfache analytische

Eigenschaft der Exponentialfunktionen 2

n

bzw. 2

2

n

) und jx

i

j = jx

0

j + i ! 1 (f

�

ur

i(2 N )! +1), folgt aus (3.16) die Existenz eines i

0

2 N so, da�

Min�RZ

M

E

(A

i

) �f(jx

i

j)� p(jx

i

j) > f((1� ") � jx

i

j)

(f

�

ur alle i 2 N

0

, i � i

0

)

(3.17)

Sei i

0

2 N entsprechend gew

�

ahlt. Aus (3.17) folgt nun, da� es unter den For-

meln der Folge fA

i

g

i2N

0

unendlich viele verschiedene und solche von beliebiger

L

�

ange geben mu�: Da A

i

2 Thm

T

((3.15) und (3.13)) und L(M

E

) = Thm

T

sind
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Min�RZ

M

E

(A

i

) immer de�nierte Zahlen in N

0

. Da aus jx

i

j ! +1 mit i ! 1

(das gilt, siehe oben) f((1 � "): jx

i

j) ! +1 mit i ! +1 folgt, mu� es wegen

(3.17) unendlich viele verschiedene minimale Rechenzeiten von M

E

auf Formeln A

i

(i 2 N ) geben und also daher auch unendlich viele verschiedene Formeln unter den

A

i

(i 2 N ). Da jedoch Formeln Zeichenketten

�

uber dem endlichen Alphabet �

T

sind

und es also zu jeder Zahl n 2 N nur endlich viele Formeln mit L

�

ange n geben kann,

mu� es Formeln A

i

von beliebiger L

�

ange geben. Insbesondere ist daher eine Teilfolge

fA

i

j

g

j2N

von fA

i

g

i2N

0

w

�

ahlbar, f

�

ur die gilt:

jA

i

1

j < jA

i

2

j < jA

i

3

j < : : : <

�

�

A

i

j

�

�

<

�

�

A

i

j+1

�

�

< : : : ;

i

1

� i

0

:

(3.18)

Mit den neuen Setzungen

A

0

j

:= A

i

j

; x

0

j

:= x

i

j

;

n

0

j

:= n

i

j

; m

0

j

:= m

i

j

; (j 2 N ) (3.19)

folgt nun wegen (3.17) und (3.18) auch:

Min�RZ

M

E

(A

0

j

) > f((1� ") �

�

�

x

0

j

�

�

) (f

�

ur alle j 2 N ) (3.20)

Diese Absch

�

atzung f

�

ur die Rechenzeit von M

E

auf Eingabe A

0

j

verwendet allerdings

noch nicht die L

�

ange der Formel A

0

j

, n

�

amlich n

0

i

, sondern

�

�

�

x

0

j

�

�

�

= m

0

j

. Es gilt aber:

n

0

j

=

�

�

A

0

j

�

�

=

�

�

�

:F

M

(M

E

)

0

;x

0

j

�

�

�

�

[Ann. (ii)]

e

�

�

�

hM

(M

E

)

0

i

�;Symb

�

�

�

+ d �

�

�

x

0

j

�

�

+ 1

= e(m

0

) + d �m

0

j

+ 1

(f

�

ur alle i 2 N

0

):

Hieraus folgt aber m

0

j

�

1

d

(n

0

j

� e(m

0

)� 1) und damit aus (3.20)

Min�RZ

M

E

(A

0

j

) > f

�

(1� ")

1

d

(n

0

j

� e(m

0

)� 1)

�

(f

�

ur alle j 2 N ) (3.21)

Wegen n

0

j

=

�

�

A

0

j

�

�

= n

i

j

=

�

�

A

i

j

�

�

! +1 mit j ! 1 (wegen (3.18)) folgt nun

auch f

�

(1� ")

1

d

(n

0

j

� e(m

0

)� 1)

�

! +1 mit j ! 1; da weiters allgemein

f(~c(n�

~

d)) >

ae

f((1� ")~cn) f

�

ur alle ~c;

~

d; " 2 R , ~c; " > 0 gilt (wiederum eine leicht

einzusehende analytische Eigenschaft der Exponentialfunktionen 2

n

; 2

2

n

; insbeson-

dere gilt: f((1� ")~cn) 2 o

�

f(~c(n�

~

d))

�

f

�

ur alle ~c;

~

d; " 2 R ; ~c; " > 0), folgt damit aus

(3.21) die Existenz eines j

0

2 N so, da� gilt:

Min�RZ

M

E

(A

0

j

) > f

�

(1� ")

2

1

d

n

0

j

�

(j 2 N , j � j

0

) (3.22)
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Sei j

0

entsprechend gew

�

ahlt.

Aus (3.22) folgt nun wegen (3.14)

Min�RZ

M

E

(A

0

j

) > f(cn

j

) &

�

�

A

0

j

�

�

= n

0

j

(f

�

ur alle j 2 N , j � j

0

)

(3.23)

Hiermit ist nun aber die Existenz unendlich vieler Formeln A

0

j

(f

�

ur j 2 N , j � j

0

)

gezeigt worden, f

�

ur deren Erkennung M

E

jeweils mehr Rechenzeit als f(c �

�

�

A

0

j

�

�

)

Schritte (selbst im Fall k

�

urzester nichtdeterministischer Berechnungen) ben

�

otigt.

F

�

ur c, M

E

ist damit

(8n

0

2 N )(9n � n

0

; n 2 N )

(9A 2 Thm

T

)

�

jAj = n &Min�RZ

M

E

(A) > f(c � jAj)

�

nachgeweisen worden. Da M

E

2 EM

�

beliebig, jedoch im Beweis fest war, folgt

hiermit (3.9).

(2) Eine (3.9) entsprechende, die Menge co�Thm

T

betre�ende Komplexit

�

atsaussage ist

auf zum Beweis in (i) analoge Weise zu gewinnen:

Es mu� dabei im Aufbau der Maschine M

(M

E

)

0

f

�

ur ein M

E

2 EM

�

mit L(M

E

)=

=co�Thm

T

nur die Anweisung

F:=:F;

also die Negierung von F

M;x

weggelassen werden. Die zu einem M

E

2 EM

�

mit

L(M

E

) =co�Thm

T

analog zu M

(M

E

)

0

aufgebaute, hier wie beschrieben leicht ab-

ge

�

anderte Maschine sei mit M

(M

E

)

1

bezeichnet und erf

�

ullt ebenso wie M

(M

E

)

0

die

Eigenschaften M

(M

E

)

1

2 EM

�

, �(M

(M

E

)

1

) = �nf#g. F

�

ur das Terminationsverhalten

dieser Maschine M

(M

E

)

1

folgt nun die (3.10) vergleichbare Aussage, n

�

amlich, da� f

�

ur

alle x = hMi

�;Symb

� 1

s

(M

E

2 EM

�

, s 2 N ) gilt:

M

(M

E

)

1

akzeptiert x () (3.24)

() F

M;x

2 co�Thm

T

() F

M;x

=2 Thm

T

() : [x 2 (�(M))

�

&M akzeptiert x &Min�RZ

M

(x) < f(jxj)]

() x =2 (�(M))

�

_

�

x 2 (�(M))

�

&M akzeptiert x nicht

�

_

_

�

x 2 �(M) &M akzeptiert x &Min�RZ

M

(x) � f(jxj)

�
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Durch Einsetzen von x

i

= hM

(M

E

)

1

i

�;Symb

� 1

s

(i 2 N

0

) in (3.24) und Betrachtung

der analog zu (3.12) entstehenden Kette von

�

Aquivalenzen ergibt sich hier analog zu

(3.13):

M

(M

E

)

1

akzeptiert x

i

& F

M

(M

E

)

1

;x

i

2 co�Thm

T

&

&Min�RZ

M

(M

E

)

1

(x

i

) > f(jx

i

j)

(3.25)

Aus (3.25) ergibt sich nun die Existenz (und die Art der Wahl von unendlich vielen

Formeln A

00

j

2 Fo

T

(j 2 N ) mit

A

00

j

ist geschlossene Formel &

�

�

A

00

1

�

�

<

�

�

A

00

2

�

�

<

�

�

A

00

3

�

�

< : : : &

& A

00

j

2 co�Thm

T

& Min�RZ

M

E

(A

00

j

) > f(c �

�

�

A

00

j

�

�

)

(j 2 N )

(3.26)

v

�

ollig analog zum Beweis in (1). Damit folgt dann f

�

ur jedes M

E

2 EM

�

mit

L(M

E

) =co�Thm

T

auch

(8n

0

2 N )(9n � n

0

; n 2 N )

(9A 2 co�Thm

T

\ Fo

T

)

22

�

jAj = n &Min�RZ

M

E

(A) > f(c � jAj)

�

also die gew

�

unschte co�Thm

T

betre�ende Komplexit

�

atsaussage.

Es mu� weiters noch auf die Beobachtung hingewiesen werden, da� in diesem Be-

weisteil die Vollst

�

andigkeit von T an keiner Stelle eingeht. Insbesondere wird sie

f

�

ur (3.24) nicht ben

�

otigt, w

�

ahrend sie f

�

ur (3.10) an wesentlicher Stelle (beim Schlu�

:F

M;x

2 Thm

T

() F

M;x

=2 Thm

T

f

�

ur die geschlossene Formel F

M;x

) verwendet

wurde.

Eine andere M

�

oglichkeit zur Erzielung eines Ergebnisses der Gestalt

co�Thm

T

=2 NTime

EM

�

(f(~cn)) (f

�

ur ein ~c 2 R , ~c > 0)

unter der Voraussetzung der Vollst

�

andigkeit von T h

�

atte in der

�

Ubertragung des

in (1) f

�

ur Thm

T

erzielten Ergebnisses zu einem co�Thm

T

betre�enden bestanden.

Dabei kann die in allen vollst

�

andigen Theorien

~

T g

�

ultige Aussage

`

~

T

A () 6`

~

T

:A

c

22

(d.h. nat

�

urlich auch: (9A 2 Fo

T

n Thm

T

))
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Programm 3.4.2 Die Turingmaschine M

(M

E:CT

)

E:T

:

program M

(M

E:CT

)

E:T

(x);

Eingabe: x 2 �

�

T

.

Akzeptieren

der Eingabe: ja, falls x = A f�ur ein A 2 Thm

T

;

nein, andernfalls.

begin

if not (x = A fuer ein A 2 Fo

T

) then

halte, ohne zu akzeptieren;

A:=x;

A:=A

c

; fBilde den Abschluss von Ag

A:=:A; fBilde die Negation von Ag

M

E:CT

(A); fLasse Maschine M

E:CT

auf Eingabe A arbeiteng

end M

(M

E:CT

)

E:T

.

(wobei

~

T hier eine logische Theorie 1. Ordnung meint, sowie A

c

den Abschlu� der

Formel A) bzw.

A 2 Thm

~

T

() :A

c

2 co�Thm

~

T

(falls die logische Theorie 1. Ordnung

~

T als formales System

~

T = (�

~

T

; F o

~

T

; Thm

~

T

)

aufgefa�t wird) zur Konstruktion einer EM

�

-Maschine M

E:T

mit L(M

E:T

) = Thm

T

zu einer beliebig gew

�

ahlten EM

�

-Maschine M

E:CT

mit L(M

E:CT

) = co�Thm

T

ver-

wendet werden (vgl. Programm 3.4.2), deren (minimale) Rechenzeit f

�

ur eine Ein-

gabeformel A 2 Fo

T

durch die (minimale) Rechenzeit von M

E:CT

auf :A

c

und

einem von jAj polynomial abh

�

angenden Summanden beschr

�

ankt ist. Ist nun c eine

nach (i) existierende, positiv-reelle Konstante so, da� f(cn) f

�

ur keine MaschineM

E:T

mit L(M

E:T

) = Thm

T

Rechenzeitschranke ist, so folgt daraus hier jedenfalls, da�

dann f

�

ur alle M

E:CT

mit L(M

E:CT

) = co�Thm

T

die Funktion f((1� ")

1

3

cn) nicht

Rechenzeitschranke sein kann (hier geht eine (grobe) L

�

angenabsch

�

atzung der Form

j:A

c

j � 3 jAj+ 1 ein). Aus Thm

T

=2 NTime

EM

�

(f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0) ist

also jedenfalls

co�Thm

T

=2 NTime

EM

�

�

f((1� ")

1

3

cn)

�

(f

�

ur ein beliebiges " 2 R , " > 0 und mit einem in der vorigen Aussage zul

�

assigen c

sowie unter der Voraussetzung der Vollst

�

andigkeit von T ) beweisbar; dieses

�

Ubertra-
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gungsergebnis ist also au�erdem|was die Gr

�

o�e der in der erzielten Schrankenfunk-

tion auftretenden multiplikativen Konstanten betri�t|noch (geringf

�

ugig) schw

�

acher

als ein oben direkt, aber analog zu (1) und ohne Verwendung der Vollst

�

andigkeit ge-

zeigtes Ergebnis.

An dieser Stelle sei als Anmerkung zu Satz 3.4.1 und dem obigen Beweis daf

�

ur angef

�

ugt:

Die Einschr

�

ankung der die Gestalt der Schrankenfunktion bestimmenden Funktion f(n)

auf 2

n

oder 2

2

n

in der Voraussetzung von Satz 3.4.1 entspringt ausschlie�lich der An-

wendung dieses Satzes bei der Erzielung der Komplexit

�

atsresultate in [FiR74]

23

und wird

nicht durch eine formal-technische Beschr

�

ankung in der Beweisf

�

uhrung f

�

ur Satz 3.4.1 ver-

ursacht: Es ist leicht zu

�

uberpr

�

ufen, da� von f(n) dabei neben den in die Annahme des

Satzes eingehenden Eigenschaften wesentlich nur

f((1� ")n) 2 o(f(n)� p(n)) (f.a. " 2 R , " > 0 und Polynome p 2 N

0

[x]),

f(c(1� ")n) 2 o(f(n� d)) (f.a. "; c; d 2 R , "; c > 0, d � 0)

(3.27)

verwendet werden und da� der Beweis f

�

ur f : N

0

! R

+

0

mit (3.27) als Voraussetzung

�

uber

f genauso erfolgen k

�

onnte. (3.27) gilt f

�

ur viele exponentielle und super-exponentielle Funk-

tionen wie z.B. f(n) = a

cn

(a 2 R , a > 1, c 2 R , c > 0) oder f(n) = a

a

a

cn

(a 2 R , a > 1),

aber auch f

�

ur Funktionen wie a

cn log n

(a 2 R , a > 1, c 2 R , c > 0).

Die angek

�

undigte Erweiterung des Schlusses von Satz 3.4.1 zur Erzielung allgemein-

g

�

ultiger unterer Schranken (von der hier behandelten exponentiell-linearen oder doppelt-

exponentiell-linearen Gestalt), allgemeing

�

ultigen Schranken, d.h. Schranken im Sinne von

De�nition 1.5.1, erfolgt nun durch die Anwendung bekannter Simulationsresulate und ist

in der Aussage des folgenden Korollars enthalten und formuliert.

23

Implizit liegt der Darstellung hier auch zugrunde, da� mit den Methoden aus [FiR74] und nahelie-

genderen Verallgemeinerungen davon bei Verwendung von f(n) = a

a

n

bzw. f(n) = a

n

mit a 2 N , a > 2

leider keine h

�

oheren unteren Schranken erzielt werden k

�

onnen (diese Verallgemeinerungen des Beweises

in [FiR74] w

�

urden sogar nur auf solche Schranken 2

cn

, 2

2

cn

mit niedrigeren multiplikativen Konstanten

c 2 R, c > 0 f

�

uhren). Insbesondere kann auf eine solche Weise dann auch PreAN =2

S

c2N

NTime(2

2

n

)

leider nicht gezeigt werden.
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Korollar 3.4.2. Unter den Voraussetzungen und Annahmen von Satz 3.4.1 folgt f

�

ur die

Entscheidungskomplexit

�

at der Theorie T bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer

Turingmaschinen:

Thm

T

; co�Thm

T

=2 NTime (f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0)

24

.

Unter Weglassung der Voraussetzung der Vollst

�

andigkeit von T kann jedenfalls noch

co�Thm

T

=2 NTime (f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0)

24

gefolgert werden. In beiden F

�

allen ist f

�

ur ein in Frage kommendes c 2 R, c > 0 dann f(cn)

jedenfalls untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at bzgl. nichtdeterministischer

Turingmaschinen (gem

�

a� De�nition 1.5.1).

Beweis. Diese Aussagen

�

uber die Entscheidungskomplexit

�

at einer Theorie T , f

�

ur die die

Voraussetzungen und Bedingungen von Satz 3.4.1 erf

�

ullbar sind, k

�

onnen nun|wie an-

gek

�

undigt|aus der Folgerung von Satz 3.4.1 mittels einfacher und bekannter Simula-

tionsresultate erzielt werden. Seien f

�

ur T = (�

T

; F o

T

; Thm

T

), die zuerst nur als ent-

scheidbar vorausgesetzt wird, die weiteren Voraussetzungen von Satz 3.4.1 f

�

ur �x gew

�

ahlte

f;�;#; Symb; h�i

�;Symb

erf

�

ullt. Weiters sei die Annahme von Satz 3.4.1 mit d 2 R , d > 0,

e : N

0

! N

0

und g : (�nf#g)

�

! �

�

T

erf

�

ullt.

(1) T sei weiters noch als vollst

�

andig vorausgesetzt.

Zeige nun die Thm

T

betre�ende Aussage

Thm

T

=2 NTime (f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , 0 < c <

~

d) (3.28)

wobei

~

d :=

1

2d

, falls f(n) = 2

n

, und

~

d :=

1

d

, falls f(n) = 2

2

n

: F

�

uhre dazu die Annah-

me, da� das nicht der Fall ist, auf einen Widerspruch zur Folgerung von Satz 3.4.1.

Angenommen, es w

�

urde gelten:

Thm

T

2 NTime (f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , 0 < c <

~

d) (3.29)

Sei ein c 2 R , 0 < c <

~

d beliebig, im folgenden fest so gew

�

ahlt, da� damit (3.29) gilt.

Dann existiert eine (nichtdeterministische) (Mehrband-)Turingmaschine (n

�

amlich ei-

ne IOTM) M

0

mit Bandalphabet �

0

und Eingabealphabet �

0

= �

T

, die Thm

T

akzeptiert (f

�

ur die also L(M

0

) = Thm

T

gilt) und die dies auch noch mit (nicht-

deterministischer) Rechenzeitschranke f(cn) tut. { M

0

kann nun von einer nichtde-

terministischen 1-Band-Turingmaschine M

1

(mit einseitig unendlichem Band) mit

24

c kann im Fall f(n) = 2

n

beliebig mit 0 < c <

1

2d

, und im Fall f(n) = 2

2

n

beliebig mit 0 < c <

1

d

f

�

ur ein zusammen mit e, g die Annahme von Satz 3.4.1 bez

�

uglich T , f , h�i

�;Symb

erf

�

ullendes d 2 R, d > 0

gew

�

ahlt werden.
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quadratisch schneller wachsender (nichtdeterministischer) Rechenzeitschranke simu-

liert werden (Band-Reduktions-Satz

25

); M

1

hat Bandalphabet �

1

, Eingabealphabet

�

1

= �

T

� �

1

und akzeptiert Thm

T

mit Rechenzeitschranke c

1

(f(cn))

2

f

�

ur ein

c

1

2 R , c

1

> 0. { M

1

kann nun von einer 1-Band-Turingmaschine M

2

(mit einseitig

unendlichem Band) mit Bandalphabet �

2

= � in linear erh

�

ohter nichtdeterministi-

scher Rechenzeit simuliert werden (Alphabet-Reduktions-Satz

26

);M

2

hat Eingabeal-

phabet �

2

= �

T

, akzeptiert Thm

T

und tut dies mit Rechenzeitschranke c

2

(f(cn))

2

f

�

ur ein c

2

2 R , c

2

> 0. { M

2

kann nun (durch Umbenennung von Zust

�

anden,

Reduktion der Endzustandsmenge F auf einen Zustand und entsprechende

�

Ande-

rung der

�

Ubergangsfunktion �) zu einer v

�

ollig

�

aquivalenten 1-Band-Turingmaschine

M

3

2 EM

�

umgebaut werden; insbesondere gilt f

�

ur M

3

auch L(M

3

) = Thm

T

und:

M

3

akzeptiert Thm

T

mit Rechenzeitschranke c

2

(f(cn))

2

.

F

�

ur diese Rechenzeitschranke c

2

(f(cn))

2

ergibt sich nun f

�

ur beliebiges " 2 R , " > 0

im Fall f(n) = 2

n

c

2

(f(cn))

2

= c

2

(2

cn

)

2

= c

2

2

2cn

�

ae

2

2(1+")cn

= f (2(1 + ")cn) (3.30)

und im Fall f(n) = 2

2

n

c

2

(f(cn))

2

= c

2

�

2

2

cn

�

2

+ c

2

2

2

cn+1

�

ae

2

2

(1+")cn

= f ((1 + ")cn) : (3.31)

Wird nun " 2 R , " > 0 hinreichend klein, beliebig, aber f

�

ur das folgende fest so

gew

�

ahlt, da�

(1 + ")c <

~

d

gilt (das ist wegen 0 < c <

~

d, der Annahme

�

uber c, immer m

�

oglich), so gilt im Fall

f(n) = 2

n

mit �c := 2(1 + ")c

�c = 2(1 + ")c < 2

~

d = 2

1

2d

=

1

d

und im Fall f(n) = 2

2

n

mit �c := (1 + ")c

�c = (1 + ")c <

~

d =

1

d

F

�

ur das so jeweils gew

�

ahlte �c folgt insgesamt wegen (3.30), (3.31) in beiden F

�

allen

c 2 R & 0 < �c <

1

d

& ~c

2

(f(cn))

2

�

ae

f(�cn) (3.32)

25

vgl. etwa [Rei90], S.44: F

�

ur alle Zeitschranken T gilt: DTime(T ) � DTime

1-Band

�

O(T

2

)

�

.

26

vgl. etwa [Rei90], S.40: Jede Sprache in DTime

k-Band

(T; S) kann von einer O(T )-zeitbeschr

�

ankten und

O(S)-platzbeschr

�

ankten k-Band-DTM akzeptiert werden, die in ihrem Speicher nur ein zweielementiges

Alphabet verwendet.
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Hieraus ist aber nun unmittelbar ein Widerspruch der Annahme (3.29) zur Folgerung

von Satz 3.4.1 ableitbar: Einerseits akzeptiert die unter der Annahme (3.29) konstru-

ierte EM

�

-MaschineM

3

die Sprache Thm

T

mit Rechenzeitschranke c

2

(f(cn))

2

. An-

dererseits erzwingt die Folgerung von Satz 3.4.1, da� keine EM

�

-Maschine die Spra-

che Thm

T

� �

�

T

mit einer Rechenzeitschranke f(~cn) f

�

ur ein ~c 2 R mit 0 < ~c <

1

d

ak-

zeptieren kann: wegen (3.32) schlie�t das aber insbesondere auch aus, da� c

2

(f(cn))

2

Rechenzeitschranke von M

3

f

�

ur die Erkennung von Thm

T

sein kann. Die Annahme

(3.29) mu� daher verworfen werden, womit (3.28) gezeigt ist.

(2) Die co�Thm

T

betre�ende Aussage

co�Thm

T

=2 NTime (f(cn)) f

�

ur ein c 2 R , 0 < c <

~

d,

wobei

~

d wie in (1), kann nun unter Weglassung der zus

�

atzlichen Forderung, da� T

vollst

�

andig sei, v

�

ollig analog wie in (1) gezeigt werden (denn die f

�

ur co�Thm

T

im

Beweis daf

�

ur ma�gebliche Aussage

co�Thm

T

=2 NTime (f(�cn)) f

�

ur ein �c 2 R , 0 < �c <

1

d

,

kann aus Satz 3.4.1 ja ohne die Voraussetzung an T , vollst

�

andig zu sein, gefolgert

werden.

Es soll an dieser Stelle noch eine zweite Beweismethode vorgestellt werden, wie un-

ter der Voraussetzung der schon in Satz 3.4.1 verwendeten Ausdr

�

uckbarkeitseigenschaft

untere Schranken f

�

ur die in [FiR74] behandelten Theorien (und nat

�

urlich allgemeiner f

�

ur

alle Theorien, die entsprechenden, analogen Bedingungen gen

�

ugen) gewonnen und nach-

gewiesen werden k

�

onnen. Diese zweite Methode wird auch

�

ofter bei der Darstellung der

Resultate und Beweise von [FiR74] ben

�

utzt (vgl. z.B. [FeRa79] und [HoUl79]) und erzielt

die Existenz der unteren Schranken nicht auf dem im Beweis zu Satz 3.4.1 verwendeten

Weg der Konstruktion und Ausnutzung eines Diagonalisierungsargumentes (der als ein

direkter Weg angesehen werden kann), sondern st

�

utzt sich auf eine Aussage von S. Cook

([Co73])

27

�

uber Hierarchien von NTime (t(n))-Komplexit

�

atsklassen und verwendet dabei

�

pl

-Reduktionen.

Ein Grund, warum eine solche Vorgangsweise zum Beweis der Ergebnisse in [FiR74]

hier zus

�

atzlich zu der schon f

�

ur den Beweis von Satz 3.4.1 vorgestellten Methode angege-

ben wird, besteht darin, da� hierbei die an die Formeln F

M;w

zu richtenden Bedingungen

schw

�

acher als in Satz 3.4.1 sind und insbesondere die an F

M;w

gestellte L

�

angenbedingung

27

[FeRa79] verweisen au�erdem noch auf [SFM73] und [SFM78]; [Rei90] verweist zus

�

atzlich noch auf

[Z83].
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von deutlich schw

�

acherer Gestalt ist. Letzteres f

�

uhrt bei der Konstruktion der Formeln

F

M;w

durchaus zu bedeutenden Vereinfachungen und w

�

urde die betre�enden Beweise be-

tr

�

achtlich abk

�

urzen. { Da hier jedoch versucht wird, m

�

oglichst nahe am von [FiR74] skiz-

zierten Beweisweg zu bleiben, werden diese Vereinfachungen zwar erw

�

ahnt, dennoch aber

der ganze zur Erf

�

ullung der Annahmen von Satz 3.4.1 n

�

otige Aufwand beschrieben. (Al-

lerdings sind die dabei erzielten Aussagen auch etwas konkreter als die auf die nun fol-

gend beschriebene Weise bewiesenen, jedoch nicht prinzipiell, nur m

�

u�ten die verwendeten

Hierarchie-S

�

atze genau analysiert werden, um zu

�

ahnlich konkreten Ergebnissen

�

uber die

Gestalt der unteren Schranken zu gelangen.)

Zus

�

atzlich zu dem Erw

�

ahnten, da� mit der hier im folgenden aufgef

�

uhrten Beweis-

m

�

oglichkeit schw

�

achere Annahmen

�

uber die L

�

angen der Formel F

M;w

verbunden sind,

sollte gesagt werden, da� die M

�

oglichkeit durchaus denkbar ist, da� sich auch die f

�

ur

Satz 3.4.1 benutzte Beweismethode f

�

ur die hier nun geforderte, schw

�

achere L

�

angenbedin-

gung verallgemeinern l

�

a�t (beispielsweise, indem die Methoden, die zur Erzielung der hier

verwendeten Hierarchie-S

�

atze verwendet wurden,

�

ubertragen werden k

�

onnten; bei diesen

handelt es sich um aufwendigere Diagonalisierungsargumente).

Satz 3.4.3. f : N

0

! N

0

sei eine der durch n 7! 2

n

bzw. durch n 7! 2

2

n

de�nierten

Funktionen, T = (�

T

;Fo

T

;Thm

T

)

28

sei eine formalisierte Theorie.

Angenommen, es gilt:

(8M 2 EM) (9c

M

2 R ; c > 0)

(9g

M

: (�(M))

�

! �

�

T

; g

M

2 POLYLIN)

(8w 2 (�(M))

�

) (9F

M;w

2 Fo

T

)

[ es gelten die Bedingungen (i), (ii), (iii) ]

wobei:

(i): F

M;w

2 Thm

T

() w 2 L(M) &Min�RZ

M

(w) � f (jwj)

(ii): jF

M;w

j � c

M

� jwj

(iii): g

M

(w) = F

M;w

Dann gilt zuerst NTime

�

EM

(f(n)) �

pl

Thm

T

, woraus NTime

�

f

�

n

2

��

�

pl

Thm

T

folgt

und letztlich

Thm

T

=2 NTime (f(cn)) f

�

ur ein c 2 R , c > 0,

d.h. also, da� f

�

ur ein solches c dann f(cn) untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomple-

xit

�

at von T ist.

28

Vgl. Fu�note 17 zu Satz 3.4.1.
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Beweis. Seien f und T wie vorausgesetzt. Die Annahme des Satzes sei g

�

ultig.

(1) Ziemlich unmittelbar aus der Annahme des Satzes ist erkennbar:

NTime

�

EM

(f(n)) �

pl

Thm

T

(3.33)

Denn: Sei L 2 NTime

�

EM

(f(n)) beliebig, im folgenden fest. Dann existiertM 2 EM

so, da�

L(M) = L & (8x 2 �(M)) (x 2 L ) Min�RZ

M

(x) � f(jxj)) (3.34)

Wegen der Annahme des Satzes existieren nun eine Konstante c

M

2 R , c

M

> 0 und

eine Funktion g

M

: (�(M))

�

! �

�

T

mit g

M

2 POLYLIN und der Eigenschaft, da�

f

�

ur alle x 2 (�(M))

�

Formeln F

M;x

2 Fo

T

mit

F

M;x

2 Thm

T

() x 2 L(M) &Min�RZ

M

(x) � f (jxj)

jF

M;x

j � c

M

� jxj

g

M

(x) = F

M;x

(3.35)

existieren. Mit den hierdurch f

�

ur alle x 2 (�(M))

�

eindeutig bestimmten Formeln

F

M;x

2 Fo

T

gilt nun f

�

ur alle x 2 (�(M))

�

wegen (3.34), (3.35)

g

M

(x) 2 Thm

T

()

() F

M;x

2 Thm

T

() x 2 L(M) & Min�RZ

M

(x) � f (jxj)

() x 2 L

woraus zusammen mit der Eigenschaft von g

M

, linear beschr

�

ankt zu sein ((3.35),

2. Aussage) und g

M

2 POLYLIN folgt, da� L �

pl

Thm

T

gilt.

Da L beliebig aus NTime

�

EM

(f(n)) war, folgt (3.33).

(2) F

�

ur f(n) = 2

n

gilt:

NTime

�

f

�

n

2

��

� NTime

�

1-Band

(f(n)) = NTime

�

EM

(f(n)) (3.36)

Sei zum Beweis von 3.36 eine Sprache L � �

�

(� ein endliches Alphabet) mit

L 2 NTime

�

f

�

n

2

��

gegeben und vorerst fest gew

�

ahlt.
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Dann existiert eine Mehrband-IOTM M

1

mit Eingabealphabet � so, da�

L(M

1

) = L & (8x 2 �

�

)

�

x 2 L)Min�RZ

M

1

(x) �

ae

f

�

jxj

2

��

gilt. Wegen f(n) � 1 (f

�

ur alle n 2 N

0

) folgt daraus die Existenz eines C

1

2 N so,

da�:

L(M

1

) = L & (8x 2 �

�

)

�

x 2 L)Min�RZ

M

1

(x) � C

1

� f

�

jxj

2

��

gilt. Wegen einem Satz

29

von der Band-Reduktion f

�

ur Turingmaschinen existiert

zu M

1

eine 1-Band-Turingmaschine M

2

mit Eingabealphabet �, die M

1

mit einer

(strikten) Rechenzeitschranke aus der Menge O

�

�

C

1

� f

�

x

2

��

2

�

= O

�

�

f

�

x

2

��

2

�

=

O(f(n)) simuliert; es existiert also ein C

2

2 N so, da�

L(M

2

) = L & (8x 2 �

�

)

�

x 2 L)Min�RZ

M

2

(x) � C

2

� f

�

jxj

��

gilt. Wegen einem Satz

30

von der linearen Beschleunigung von 1-Band-Turingma-

schinen (der wegen n

2

2 o(f(n)) und f(n) � n+ 1 (f

�

ur alle n 2 N

0

) anwendbar ist)

folgt die Existenz einer 1-Band-Turingmaschine M

3

, die M

2

mit Beschleunigungs-

faktor �

1

C

2

simuliert und f

�

ur die gilt:

L(M

3

) = L & (8x 2 �

�

)

�

x 2 L)Min�RZ

M

3

(x) � f

�

jxj

��

,

die also L mit strikter Rechenzeitschranke f(n) akzeptiert. Es gilt nun also auch

L 2 NTime

�

-Band

(f(n)).

Da im Beweis L 2 NTime

�

f

�

n

2

��

beliebig war, am Anfang jedoch fest gew

�

ahlt

wurde, sind diese Schritte f

�

ur alle L 2 NTime

�

f

�

n

2

��

durchf

�

uhrbar und ist

NTime

�

f

�

n

2

��

� NTime

�

-Band

(f(n))

gezeigt. Die f

�

ur (3.36) nun zuletzt noch n

�

otige Inklusion (die Umkehrung ist n

�

amlich

o�ensichtlich g

�

ultig)

NTime

�

-Band

(f(n)) � NTime

�

EM

(f(n))

29

Vgl. [Rei90], S.44, Korollar 1.4.7: NTime(T (n)) � NTime

1-Band

�

O

��

T (n)

�

2

��

f

�

ur alle Zeitschran-

ken T.

30

vgl. z.B. [HoUl69], p.143, Theorem 10.6: Wird die Sprache L von einer 1-Band-Turingmaschine M

1

mit strikter Rechenzeitschranke T (n) akzeptiert, so wird L f

�

ur jedes c > 0 auch von einer 1-Band-Turing-

maschine M

2

mit strikter Rechenzeitschranke c � T (n) := max (n+ 1; dc � T (n)e) akzeptiert, vorausgesetzt,

da� lim inf

n!1

T (n)

n

2

=1 gilt [sinngem

�

a�e

�

Ubertragung von mir, C.G.].
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folgt daraus, da�|wie bei der De�nition von EM bemerkt|sich jede 1-Band-Turing-

maschine leicht zu einer Maschine aus EM mit identischem Aktionsverhalten (gleiche

Berechnungsl

�

angen, gleiche akzeptierte Sprachen, gleiche Speicherplatz-Komplexi-

t

�

at) umbauen l

�

a�t.

(3) Es ist leicht einzusehen, da� (3.36) auch f

�

ur f(n) = 2

2

n

gilt. In diesem Fall w

�

urde

sogar

NTime (f(n� 1)) � NTime

�

-Band

(f(n)) = NTime

�

EM

(f(n))

gelten und dem Vorgehen im Beweis zu (2) f

�

ur dieses f sogar eher angemessen zu

sein.

(4) Es l

�

a�t sich nun unter Verwendung eines Resultats

�

uber die Hierarchien der Komple-

xit

�

atsklassen bez

�

uglich der Rechenzeit nichtdeterministischer Turingmaschinen die

Aussage

Thm

T

=2 NTime (f(cn)) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0) (3.37)

des Satzes zeigen:

Wegen (2), (3) und (1) gilt jedenfalls

NTime

�

f

�

n

2

��

�

pl

Thm

T

. (3.38)

Da nach einem Ergebnis aus [SFM73]

31

NTime (T

2

(n)) nNTime (T

1

(n)) 6= ;

f

�

ur alle Zeitschranken T

1

; T

2

: N

0

! N , f

�

ur die T

2

vollst

�

andig Rechenzeit-konstruier-

bar

32

ist und T

1

(n+ 1) 2 o (T

2

(n)) erf

�

ullt ist, gilt, existiert eine Sprache L

0

33

so,

da�

L

0

2 NTime

�

f

�

j

n

2

k

��

nNTime

�

f

�

n

4

��

(3.39)

31

(dort: Theorem 1)

32

T : N

0

! N

0

hei�t Rechenzeit-konstruierbar , falls eine deterministische IOTM M existiert, deren

Rechenzeit f

�

ur alle Eingaben w durch T (jwj) beschr

�

ankt ist, und f

�

ur die es zu jedem n 2 N

0

ein Eingabewort

w mit jwj = n gibt, f

�

ur das RZ

M

(w) = T (jwj) gilt. T hei�t vollst

�

andig Rechenzeit-konstruierbar , wenn es

eine IOTM M gibt, f

�

ur die f

�

ur alle Eingabew

�

orter w gilt: RZ

M

(w) = T (jwj).

33

Die Existenz einer solchen Sprache folgt auch aus einem Hierarchieresultat in [Co73]; au�erdem verweist

[Rei90] noch auf [SFM78] und [Z83].
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gilt. (Die vollst

�

andige Rechenzeit-Konstruierbarkeit von f

�

b

n

2

c

�

folgt einfach aus

der vollst

�

andigen Rechenzeit-Konstruierbarkeit von 2

n

und also von f(n) und der

Berechenbarkeit von b

n

2

c

34

.) Wegen (3.38) gilt nun jedenfalls auch

L

0

� Thm

T

. (3.40)

Durch die Anwendung von Lemma 2.6.5, (und einem Beweis, der v

�

ollig analog zum

Beweis von Satz 2.6.4, (ii), verl

�

auft) folgt hieraus wegen L

0

=2 NTime

�

n

4

�

(vgl.

(3.39)) die Existenz einer Konstanten c

0

2 R , c

0

> 0 so, da�

Thm

T

=2 NTime

�

c

0

�

n

4

�

,

woraus (3.37) unmittelbar folgt. Es l

�

a�t sich also die �

pl

-Reduzierbarkeit von L

0

auf

Thm

T

zur

�

Ubertragung einer unteren Schranke von L

0

auf Thm

T

nutzen. Die dabei

ins Spiel kommende Konstante c

0

kann (wie aus dem Beweis von Satz 6.4 (ii) hervor-

geht) dabei beliebig, aber kleiner als der Kehrwert einer in der linear-Beschr

�

ankt-heit

einer POLYLIN-Funktion g, die die Reduktion (3.40) durchzuf

�

uhren erlaubt, auftre-

tenden Konstanten gew

�

ahlt werden (diese Konstante m

�

u�te aber erst als ein in der

Annahme des Satzes auftretendes c

M

f

�

ur eine Turingmaschine M , die L

0

akzep-

tiert, konstruiert werden und m

�

u�te durch eine genaue Analyse des verwendeten

Hierarchie-Resultats|f

�

ur den vorliegenden Fall spezi�ziert|gewonnen werden.

Der zweite Schritt im allgemeinen Teil der Komplexit

�

atsbeweise in [FiR74] besteht

aus einer Aussage, da� bzw. wie in allen behandelten Theorien der Additionsarithmetik

unter der Voraussetzung der Existenz von Grundformeln mit geeigneten Eigenschaften,

solchen Grundformeln, die Bin

�

arw

�

orter der L

�

ange f(n)

2

zu beschreiben helfen (f(n) = 2

n

oder 2

2

n

), die Annahme von Satz 3.4.1 (

�

uber die Existenz von Formeln F

M;w

(M 2 EM

�

,

w 2 (�(M))

�

) in der jeweils behandelten Theorie mit den dort aufgef

�

uhrten Eigenschaften)

erf

�

ullt werden kann; da� und wie also Formeln F

M;w

unter Zuhilfenahme von Grundfor-

meln, die noch n

�

aher anzugebenden Bedingungen gen

�

ugen, (e�ektiv) konstruiert werden

k

�

onnen. { Diese Hilfsformeln m

�

ussen dann|um die Komplexit

�

atsbeweise abzuschlie�en|

in den einzelnen Theorien weitgehend gesondert entwickelt werden (vgl. Abschnitt 5, Ab-

schnitt 6, Abschnitt 7).

In die Beweise dieser im folgenden in Satz 3.4.4 (f

�

ur RA und die Theorien der Presbur-

ger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen) und in Satz 3.4.6 (f

�

ur TAZ) formulierten Aussage geht

eine wichtige Hilfsaussage ein, Lemma 3.4.5, mit deren Verwendung es m

�

oglich wird, allge-

meine Berechnungen und akzeptierende Berechnungen der L

�

ange f(n) von EM

�

-Turing-

maschinen (� ein endliches Bandalphabet, j�j � 2) durch 3 W

�

orter U , V , W der L

�

ange

34

wenigstens f

�

ur hinreichend gro�e n (das d

�

urfte sicherlich f

�

ur die Anwendbarkeit des Hierarchie-Resulats

ausreichen)
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(f(n))

2

genau zu beschreiben, insbesondere auch genaue formale Bedingungen anzugeben,

unter denen 3 solche W

�

orter U , V ,W eine akzeptierende Berechnung von einemM 2 EM

�

auf einem Eingabewort w 2 (�(M))

�

der L

�

ange < f(n) darstellen. { Diese Hilfsaussage

wird dann im weiteren zum Beweis von Satz 3.4.4 und Satz 3.4.6 bei der Konstruktion der

gesuchten Formeln F

M;w

herangezogen und zwar dadurch, da� die W

�

orter U und W in

Bin

�

arw

�

orter U

1

; : : : ; U

p

und W

1

; : : : ;W

q

(p; q 2 N ) der L

�

ange (f(n))

2

zerteilt werden, f

�

ur

deren Beschreibung dann die vorausgesetzten Grundformeln verwendet werden k

�

onnen.

Der Grund daf

�

ur, warum die f

�

ur diesen Beweisschritt ben

�

otigte Aussage zweimal for-

muliert wird, einmal f

�

ur RA (und verwandte Theorien) und f

�

ur Theorien der Presburger

Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen und dann noch unabh

�

angig davon f

�

ur TAZ liegt darin, da�

dabei jeweils unterschiedliche verwendete Arten der Kodierung von Bin

�

arw

�

ortern durch

(ganze bzw. nat

�

urliche) Zahlen ins Spiel kommen.

W

�

ahrend im ersten Fall

Bw

1

: N

0

!BW1

n 7!Bw

1

(n) := ((n)

2

)

R

(3.41)

verwendet wird, kommt im zweiten Fall

Bw

2

: Z!BW1 (3.42)

a 7!

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

0 : : : a = 0; 1;�1

sgn(i

1

) � sgn(i

2

) � : : : : : : a = (�1)

i

0

� p

i

1

1

� p

i

2

2

� : : : � p

i

m�1

m�1

� p

i

m

+1

m

;

: : : � sgn(i

m�1

) � 1 jaj � 2; (m 2 N ; i

0

: : : i

m

2 N

0

;

p

1

; p

2

; p

3

; : : : Reihe der Primzahlen)

vor (worin sgn f

�

ur die Signumfunktion steht); Bw

1

ist dabei bijektiv, Bw

2

nur surjektiv.

Im ersten Fall wird also ein Bin

�

arwort w 2 BW1 durch eine nat

�

urliche Zahl n mit

n = Bw

�1

1

(w) = w(0) + w(1) � 2

1

+ : : :+ w(jwj � 1) � 2

jwj�1

kodiert, im zweiten Fall, falls w 6= 0, durch alle a 2 Z mit

a 6= 0 & (8i 2 N

0

)

�

p

i+1

j a () w(i) = 1

�

;

bzw., falls w = 0, durch 0, 1 oder �1 (beidemale jeweils also durch alle a 2 Z mit

Bw

2

(a) = w).

Es wird im folgenden bei der Beschreibung der Eigenschaften von in den betrachteten

additiven Theorien zu entwickelnden Formeln eine abk

�

urzende Schreibweise verwendet,

die es erlaubt, gew

�

unschte, durch die Formel ausgedr

�

uckte Beziehungen sehr knapp und

inhaltlich-orientiert, jedoch ohne auf eine gegebene Semantik f

�

ur diese Theorien dabei

unmittelbar Bezug zu nehmen, darstellen zu k

�

onnen. So wird zum Beispiel eine in RA
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und PreAN zu entwickelnde FormelM

n

(x; y; z), die in diesen Theorien die Multiplikation

jedenfalls f

�

ur einen begrenzten Abschnitt von N

0

ausdr

�

ucken soll, durch

`

RA

M

n

(x; y; z)$

��

x 2 N

0

; x < 2

2

n

; x � y = z

��

(3.43)

beschrieben werden. Dabei ist mit der Klammerungsschreibweise auf der rechten Seite

eigentlich eine geeignete, durch den Inhalt der Klammer weitgehend bestimmte Formel

von RA gemeint, die dadurch beschrieben und abgek

�

urzt wird. Ausf

�

uhrlich bedeutet (3.43)

also etwa

`

RA

M

n

(x; y; z)$

_

i2N

0

;

i<2

2

n

�

x = i & z = i y

�

(3.44)

�

wobei die Schreibweisen i und i a f

�

ur Zahlen i 2 N

0

und Terme a wie in den De�nitionen

der Theorien der Presburger Arithmetik in Kapitel 2, De�nition 2.1.1; 3 ist also 1+(1+1),

3 2 ist gleich (1 + 1) + ((1 + 1) + (1 + 1))

�

.

(Hierbei spielt eine Charakterisierung vonM

n

(x; y; z) durch (3.43) bzw. (3.44) deshalb

eine Rolle und die gesuchte Formel M

n

(x; y; z) ist nicht einfach in

_

i2N

0

;

i<2

2

n

�

x = i & z = i y

�

(3.45)

gefunden worden, weil M

n

(x; y; z) im folgenden auch noch der L

�

angenbedingung

(n 7! jM

n

(x; y; z)j) 2 O(n) gen

�

ugen soll und (3.45) ja doppelt-exponentiell von n

abh

�

angende L

�

ange hat).

Wenn eine solche Klammerungsschreibweise zur inhaltlichen Erfassung der von einer

Formel ausgedr

�

uckten Beziehungen im folgenden verwendet wird, so liegt einem solchen

Gebrauch dann immer gleichzeitig die Behauptung zugrunde, da� eine so abgek

�

urzte For-

mel in der jeweils betrachteten Theorie auch tats

�

achlich auf ganz unmittelbare und nahe-

liegende Weise konstruiert und angegeben werden kann.

Die hier in (3.44) und (3.45) verwendeten abk

�

urzenden Schreibweisen f

�

ur Terme i und

ia (f

�

ur i 2 N

0

) aus De�nition 2.1.1 werden auch im folgenden an einigen Stellen verwendet

werden.

Satz 3.4.4. f(n) sei eine der beiden Funktionen n 7! 2

n

oder n 7! 2

2

n

35

; T eine Theo-

rie 1.Ordnung der Gestalt T = Th(hA; 0; 1;+; : : : i) mit N

0

� A; T

((M))

sei die als System

formaler Sprachen aufgefa�te Theorie T mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax; Bw

1

wie in (3.41).

35

Die Einschr

�

ankung von f(n) auf diese zwei Funktionen ist durch den Beweis von Satz 3.4.4 nicht

gerechtfertigt (hier k

�

onnte jedes f : N

0

! N

0

mit f(n) > maxfn; 1g (f

�

ur alle n 2 N

0

) verwendet werden).

Die Aussage dieses Satzes h

�

angt jedoch auch

�

uber f(n) mit den anderen S

�

atzen zusammen und diese

konnten in [FiR74] f

�

ur f(n) wie hier angenommen oft besonders konkret bewiesen werden (und in der

Aufarbeitung hier wird versucht, dem Beweisweg in [FiR74] m

�

oglichst nahe zu bleiben).
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Angenommen, es existieren f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln I

n

(x), J

n

(x), L

n

(x) und S

n

(x; y),

sowie f

�

ur alle w 2 BW0 Formeln H

w

(x) in T , soda� die beiden Bedingungen (i) und (ii)

gelten, wobei:

(i) Es gilt f

�

ur alle n 2 N

0

, w 2 BW0, jwj = n:

`

T

I

n

(x)$

��

x 2 N

0

; x < (f(n))

2

��

;

`

T

J

n

(x)$ x = f(n)

36

;

`

T

L

n

(x)$

hh

x 2 N

0

; x < 2

(f(n))

2

ii

;

`

T

S

n

(x; y)$

hh

x; y 2 N

0

; y < (f(n))

2

; x < 2

(f(n))

2

; (Bw

1

(x))(y) = 1

ii

;

`

T

H

w

(x)$

hh

jwj = n 2 N ; x 2 N

0

; x < 2

(f(n))

2

;

(Bw

1

(x))(0) � : : : � (Bw

1

(x))(f(n)� 1) = w � 0

f(n)�n

ii

:

(ii) Die Familien

�

I

n

(x)

((M))

	

n2N

0

,

�

J

n

(x)

((M))

	

n2N

0

,

�

L

n

(x)

((M))

	

n2N

0

und

�

S

n

(x; y)

((M))

	

n2N

0

gen

�

ugen den L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen

(A),

�

H

w

(x)

((M))

	

w2BW0

den Bedingungen (B) aus De�nition 3.3.5.

Dann gilt f

�

ur f(n) und T

((M))

unter den weiteren Voraussetzungen von Satz 3.4.1 (an

�, �

code

, Symb und h�i

�;Symb

) die Annahme von Satz 3.4.1.

[Dieser Satz entspricht|im Kontext der Aufarbeitung hier|Theorem 7, p. 9, in

[FiR74].]

Das wesentliche Hilfsmittel im Beweis dieser Aussage besteht in einer M

�

oglichkeit

(die [FiR74] beim Beweis von Theorem 7, p. 9, auf p. 11, 12, angeben), Berechnungen

einer 1-Band-Turingmaschine der L

�

ange � f(n) auf einem Eingabewort w mit n = jwj

durch W

�

orter (und letztlich sp

�

ater im Beweis durch Bin

�

arw

�

orter) der L

�

ange (f(n))

2

zu

beschreiben.

Da eine 1-Band-Turingmaschine mit einseitig-rechtsseitig unendlichemBand ihren SLK

w

�

ahrend einer Berechnung der L

�

ange < f(n) nicht weiter nach rechts als auf das f(n)-te

Bandk

�

astchen bewegen kann, spielt bei einer solchen Berechnung nur der Inhalt der ersten

f(n) Bandk

�

astchen eine Rolle.

36

Diese hier und im folgenden wieder h

�

au�g verwendete abk

�

urzende Schreibweise f

�

ur sich auf nat

�

urliche

Zahlen beziehende Terme ist in De�nition 2.1.1 de�niert worden.
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Daher kann ein Berechnungspfad C = (�

0

; �

1

; : : : ; �

l

) mit l 2 N

0

, l <

f(n) einer Turingmaschine M 2 EM

�

f

�

ur Eingabewort w 2 �

�

mit jwj = n und wo-

bei weiters �

j

= w

j

1

q

i

j

w

j

2

, w

j

1

2 �

�

, q

i

j

2 Q, w

j

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g (f

�

ur 0 � j � l,

j 2 N

0

), j

l

= k, und Q = fq

1

; : : : ; q

k

g, � = fS

0

; : : : ; S

m

g (k;m 2 N ) gelten, durch W

�

orter

U

j

2 f0; 1; : : : ; kg

f(n)

, W

j

2 f0; 1; : : : ;mg

f(n)

der L

�

ange f(n) mit

W

j

:= w

(N)

j

1

� w

(N)

j

2

� 0

f(n)�

�

�

w

(N)

j

1

�

�

�

�

�

w

(N)

j

2

�

�

U

j

:= 0

�

�

�

w

(N)

j

1

�

�

�

� i

j

� 0

f(n)�

�

�

w

(N)

j

1

�

�

�1

(j 2 N

0

; 0 � j � l)

erfa�t werden (hierbei und im folgenden bezeichnet f

�

ur ein Wort w 2 �

�

mit jwj = n und

w = S

l

1

� S

l

2

� : : : � S

l

n

(l

j

2 f0; : : : ;mg f

�

ur j 2 f1; : : : ; ng) der Ausdruck w

(N)

das aus

nat

�

urlichen Zahlen bestehendeWort l

1

� l

2

� : : : � l

n

).W

j

erfa�t dabei den Bandzustand der

ersten f(n) Bandk

�

astchen zum Zeitpunkt j im Berechnungspfad C und U

j

den aktuellen

Zustand, in dem sich M zu diesem Zeitpunkt be�ndet, und die Position des SLKes von

M auf dem betrachteten Teil des Turingbandes zur Zeit j.

Eine abbrechende Berechnung C von M auf Eingabe w der L

�

ange l < f(n) kann nun

durch zwei W

�

orter U 2 f0; 1; : : : ; kg

(f(n))

2

, W 2 f0; 1; : : : ; ng

(f(n))

2

der L

�

ange (f(n))

2

mit

W :=W

0

�W

1

� : : : �W

l

� (W

l

)

f(n)�l�1

U := U

0

� U

1

� : : : � U

l

� (U

l

)

f(n)�l�1

beschrieben werden, wobei in diese Beschreibung die Annahme eingeht, da� in den auf

die Termination der Berechung folgenden Zeittakten j 2 fl + 1; l + 2; : : : ; f(n)� 1g der

Endzustand der Maschine beibehalten wird.

Das folgende Lemma enth

�

alt in einer solchen Situation notwendige und hinreichende

Bedingungen an U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

f(n)

2

und W 2 f0; 1; : : : ; ng

(f(n))

2

daf

�

ur, da� es sich

dabei um eine Beschreibung der vorgestellten Art eines akzeptierenden Berechnungspfa-

des von M auf w der L

�

ange < f(n) (n = jwj) handelt. Dabei ist das Alphabet f

�

ur U

um eine Zahl vergr

�

o�ert worden (aus formal-technischen Gr

�

unden der Darstellung von

abbrechenden, nicht akzeptierenden Berechnungen) und weiters tritt darin (gegen

�

uber

der in [FiR74] verwendeten, vergleichbaren Aussage) noch ein zus

�

atzliches Bin

�

arwort

V 2 f0; 1g

(f(n))

2

mit V = (10

f(n)�1

)

f(n)

auf, das Anfang und Ende der W

�

orter U

j

nd

W

j

(j 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g) innerhalb von U und W erkennen hilft und es erlaubt, die

Bedingungen an U und W klarer verstehbar zu machen, und das au�erdem zur Kl

�

arung

der Beschreibung in einigen besonderen Situationen n

�

otig ist (etwa in dem Fall, da� eine

Berechnung abbricht, falls die Turingmaschine versucht, den SLK

�

uber das links-

�

au�erste

Bandk

�

astchen hinaus weiter nach links zu bewegen).



3.4. ALLGEMEINER TEIL DER KOMPLEXIT

�

ATSBEWEISE 195

Lemma 3.4.5. M = (Q;�;�; �; q

1

;#; F ) sei eine 1-Band-Turingmaschine M 2 EM

�

mit Q = fq

1

; : : : ; q

k

g, � = fS

0

; : : : ; S

m

g (k; n 2 N ), # = S

0

, � � � n fS

0

g, F = fq

k

g,

� : (Q n F )� �! 2

Q���fL;Rg

partielle Funktion.

f : N

0

! N

0

eine Funktion mit (8n 2 N ) (f(n) > maxfn; 1g).

Dann gilt f

�

ur alle w 2 �

�

, w

1

2 (�nf#g)

�

und w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g, wobei jwj = n

und n 2 N

0

:

�

(9 l 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g ) (9w

1

2 �

�

; w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g )

( q

1

w `

(l)

M

w

1

q

k

w

2

)

�

�

() Min�RZ

M

(w) < f(n) &M akzeptiert w

�

()

�

9U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

; V 2 f0; 1g

(f(n))

2

; W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

�

�

8 i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g

�

�

es gelten die an U , V , W , i und w

gerichteten Bedingungen (B1){(B9)

�

wobei:

(B1):: W (0)W (1) : : : W (f(n)� 1) = w

(N)

0

f(n)�jwj

;

U(0)U(1) : : : U(f(n)� 1) = 1 0

f(n)�1

;

V (0)V (1) : : : V (f(n)� 1) = 1 0

f(n)�1

;

(B2):: U(i) = 0 & i+ f(n) < jW j ) W (i+ f(n)) =W (i) ;

(B3):: i+ f(n) < jV j ) V (i+ f(n)) = V (i) ;

(B4):: siehe Formel 3.4.1 ;

(B5):: i+ f(n) < jV j & V (i+ 1) = 1 ! U(i) = 0 ;

(B6):: i+ f(n)� 1 < jU j ; jW j & V (i) = 1 )

) (9 ! j 2 N

0

) ( i � j < i+ f(n) & U(j) 6= 0 ) ;

(B7):: i+ f(n) < jU j ; jW j & U(i) = k )

) U(i+ f(n)) = k & W (i+ f(n)) =W (i) ;

(B8):: i+ f(n) < jU j ; jW j & U(i) = k + 1 )

) U(i+ f(n)) = k + 1 & W (i+ f(n)) =W (i) ;
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Formel 3.4.1 Die Bedingung (B4):

i+ f(n) + 1 < jU j ; jV j ; jW j & &

i

1

2f1;::: ;k�1g;

l

1

2f0;::: ;mg

h

U(i) = i

1

& W (i) = l

1

)

)

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

W (i+ f(n)) =W (i) & U(i+ f(n)) = k + 1

: : : : : : : : : �(q

i

1

; S

l

1

) = ;

� �

V (i) = 1)W (i+ f(n)) =W (i) & U(i+ f(n)) = k + 1

�

&

�

V (i) = 0)

_

(q

i

2

;S

l

2

;L)2�(q

i

1

;S

l

1

)

W (i+ f(n)) = l

2

& U(i+ f(n)� 1) = i

2

� �

: : : : : : : : : �(q

i

1

; S

l

1

) 6= ; &

& es gibt kein (q

i

2

; S

l

2

; R) 2 �(q

i

1

; S

l

1

)

�

_

(q

i

2

;S

l

2

;R)2�(q

i

1

;S

l

1

)

W (i+ f(n)) = l

2

& U(i+ f(n) + 1) = i

2

�

_

_

�

_

(q

i

2

;S

l

2

;L)2�(q

i

1

;S

l

1

)

V (i) = 0 &W (i+ f(n)) = l

2

& U(i+ f(n)� 1) = i

2

�

: : : : : : : : : sonst

3

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

7

5

;
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(B9):: (9 i

0

2 N

0

) ( i

0

< f(n) & U(i

0

) = k ) .

[Dieses Lemma entspricht im Rahmen und im Kontext der Aufarbeitung hier einer in

[FiR74] beim Beweis von Theorem 7, p. 9, auf p. 11, 12, eingearbeiteten, vergleichbaren

Aussage

37

]

Erl

�

auterungen zu den Bedingungen (B1){(B9).

(B1): Beschreibt den Anfangszustand einer Berechnung von M auf w, das Hilfswort V

wird durch V

0

:= 10

f(n)�1

initialisiert.

(B2): Formalisiert die Bedingung, da� der Bandinhalt eines Bandk

�

astchens, auf dem sich

der SLK von M zu einem Zeitpunkt j nicht be�ndet, im folgenden Berechnungs-

schritt (der zum Zeitpunkt j + 1 f

�

uhrt) nicht ver

�

andert wird.

(B3): Setzt das Hilfswort V als V = V

0

� V

1

� : : : � V

f(n)�1

mit V

j

:= V

0

f

�

ur alle Zeitpunkte

j 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g durch induktive De�nition aus V

0

fest.

(B4): Formalisiert einen Berechnungsschritt der Maschine M (das Drucken eines Symbols,

das Bewegen des SLKes auf ein benachbartes Bandk

�

astchen), wenn so ein Schritt

m

�

oglich ist. Wenn so ein Schritt unm

�

oglich ist (weil entweder die

�

Ubergangsfunk-

tion f

�

ur eine beschriebene Kon�guration keine Nachfolgerkon�guration erm

�

oglicht

oder weil der SLK

�

uber das linke Bandende hinausbewegt werden w

�

urde), geht die

Beschreibung in den unde�nierten Maschinenzustand k + 1

�

uber.

(B5): Formalisiert f

�

ur Augenblicksbeschreibungen U = U

0

� U

1

� : : : � U

j

mit jU

i

j = f(n)

(0 � i � j), mit j < f(n), da� das f(n)-te Bandk

�

astchen zu allen Zeitpunkten

0; 1; : : : ; j � 1 vom SLK der Turingmaschine nicht erreicht werden kann. (Das ist

erst zum Zeitpunkt f(n)� 1 m

�

oglich.)

(B6): Fordert, da� in der Beschreibung U

j

2 f0; 1; : : : ; k + 1g

f(n)

die Position des SLKes

eindeutig festgelegt ist.

(B7): Ist bei einer Berechnung ein Endzustand erreicht worden, so wird die Position des

SLKes und der Endzustand der Maschine auch im n

�

achstfolgenden Zeittakt beibe-

halten und der Bandinhalt wird an dieser Stelle nicht mehr ver

�

andert.

(B8): Ist eine Berechnung abgebrochen worden, so wird in einem folgenden Zeittakt der

SLK nicht mehr bewegt, der Bandinhalt an der Position des SLKes unver

�

andert

belassen und der unde�nierte Maschinenzustand k + 1 beibehalten.

37

Diese in [FiR74] dabei verwendete Aussage, die hier in den Kontext dieser Aufarbeitung

�

ubertragen

wurde, sollte [m.E., C.G.] an einigen Stellen (v.a. die Bedingung (�) auf p. 12 betre�end) noch geringf

�

ugig

abge

�

andert werden, damit sie im Zusammenhang, in dem [FiR74] diese Aussage einsetzen, exakt beweisbar

ist.
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(B9): Die Augenblicksbeschreibung U

j

irgend eines Zeitpunktes j 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g

enth

�

alt den Endzustand, d.h. diese Beschreibung erfa�t eine Endkon�guration.

Beweisskizze f

�

ur Lemma 3.4.5. M und f seien wie in der Annahme des Lemmas.

(1) Der Hauptteil des Beweises kann im Nachweis liegen, da� f

�

ur alle w 2 �

�

,

w

1

2 �

�

, w

2

2 f�

�

(�nf#g) [ f�g, n 2 N

0

, jwj = n, i

1

2 f1; : : : ; k + 1g und

l 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g die folgende Aussage A(l;w;w

1

; w

2

; i

1

)

�

q

1

w `

(l)

M

w

1

q

i

1

w

2

_

_ (9 l

0

2 N

0

) (9i

2

2 f1; : : : ; kg)

�

l

0

< l & q

1

w `

(l

0

)

M

w

1

q

i

2

w

2

&

&

�

i

2

= i

1

= k _ i

2

6= k & w

1

q

i

2

w

2

besitzt keine

Nachfolgekon�guration bzgl. M; � & i

1

= k + 1

� � 	

()

�

9U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(l+1)f(n)

;

V 2 f0; 1g

(l+1)f(n)

; W 2 f0; 1; : : : ;mg

(l+1)f(n)

�

(8 i 2 f0; 1; : : : ; (l + 1)f(n)� 1g )

�

es gelten die an U; V;W;w gerichteten Bedingungen

(B1),(B2), : : : ,(B8) &

& U(l f(n))U(l f(n) + 1) : : : U((l + 1) f(n)� 1) =

= 0

jw

1

j

i

1

0

f(n)�jw

1

j�1

& W (l f(n))W (l f(n) + 1) : : : W ((l + 1) f(n)� 1) =

= w

(N)

1

w

(N)

2

0

f(n)�jw

1

j�jw

2

j

& V (l f(n))V (l f(n) + 1) : : : V ((l + 1) f(n)� 1) =

= 1 0

f(n)�1

�

(3.46)

gilt. Diese () Beziehung von Teilaussagen dr

�

uckt aus, da� sich alle Berechnungs-

pfade (und nicht nur akzeptierende Berechnungspfade) der L

�

ange l < f(n) von M

f

�

ur Eingabewort w 2 �

�

, n = jwj, auf die fr

�

uher dargestellte Weise durch (entspre-

chende) W

�

orter U; V;W der L

�

ange (l+1)f(n) (und im weiteren Beweis dann durch

W

�

orter der L

�

ange (f(n))

2

) exakt beschreiben lassen.

Die G

�

ultigkeit der Aussage A(l;w;w

1

; w

2

; i

1

) kann f

�

ur beliebige w 2 �

�

,

w

1

2 �

�

, w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g, n 2 N

0

, jwj = n i

1

2 f1; : : : ; k + 1g und

l 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g durch den Nachweis der beiden =)-Richtungen in der

�

Aqui-

valenz () darin jeweils mittels Induktion

�

uber l gezeigt werden. Dabei mu�
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jeweils ausf

�

uhrlich auf die genaue formale De�nition von 1-Band-Turingmaschinen

aus Abschnitt 3 (die dort aus [HoUl79] entnommen wurde) zur

�

uckgegri�en werden.

Wegen des gro�en Umfangs unterbleibt dieser (detailreiche, jedoch nicht schwierige)

Beweisteil hier.

(2) Ausgehend von (1) kann nun nun die Aussage des Lemmas gezeigt werden, also f

�

ur

alle w 2 �

�

die Aussage:

�

(9 l 2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g ) (9w

1

2 �

�

; w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g )

( q

1

w `

(l)

M

w

1

q

k

w

2

)

�

()

�

9U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

; V 2 f0; 1g

(f(n))

2

; W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

�

�

9i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g

�

�

es gelten die an U , V , W , i und w

gerichteten Bedingungen (B1){(B9)

�

Sei dazu w 2 �

�

, jwj = n beliebig, fest: Zeige unter Ben

�

utzung der in (1) erziel-

ten Aussage f

�

ur w die obige

�

Aquivalenz durch den Nachweis der G

�

ultigkeit beider

Richtungs-Implikationen.

"

)\: Nach Annahme existieren l 2 N

0

, l 2 f0; 1; : : : ; f(n) � 1g, w

1

2 �

�

und

w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g mit

q

1

w `

(l)

M

w

1

q

k

w

2

: (3.47)

Seien l; w

1

; w

2

so gew

�

ahlt, im folgenden fest.

Aus (3.47) folgt wegen der in (1) erzielten Aussage (3.46) (in der Anwendung

f

�

ur l := f(n)�1) die Existenz von U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

, V 2 f0; 1g

(f(n))

2

und W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

, die f

�

ur alle i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g (B1){(B8)

erf

�

ullen und f

�

ur die au�erdem gilt:

U((f(n)� 1) f(n))U((f(n)� 1) f(n) + 1) : : : U((f(n))

2

� 1) =

= 0

jw

1

j

k 0

f(n)�jw

1

j�1

W ((f(n)� 1) f(n))W ((f(n)� 1) f(n) + 1) : : : W ((f(n))

2

� 1) =

= w

(N)

1

w

(N)

2

0

f(n)�jw

1

j�jw

2

j

V ((f(n)� 1) f(n))V ((f(n)� 1) f(n) + 1) : : : V ((f(n))

2

� 1) =

= 1 0

f(n)�1
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Da hieraus U(((f(n)� 1) f(n) + jw

1

j) = k folgt, ist f

�

ur U auch (B9) erf

�

ullt

und insgesamt erf

�

ullen daher U; V;W;w f

�

ur alle i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g die

Bedingungen (B1){(B9). Damit ist aber der Nachweis der Implikation

"

)\

gelungen.

"

(\: Seien umgekehrt U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

, V 2 f0; 1g

(f(n))

2

und

W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

nach Annahme so gew

�

ahlt und im folgenden fest,

da� U; V;W;w f

�

ur alle i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g die Bedingungen (B1){(B9)

erf

�

ullen.

Wegen (B9) existiert ein i

0

2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g mit

U(i

0

) = k (3.48)

Sei l

1

2 f0; 1; : : : ; f(n)� 1g von i

0

abh

�

angig so gew

�

ahlt, da�

l

1

f(n) � i

0

< (l

1

+ 1) f(n) (3.49)

gilt. Durch Induktion aus (B1) mit Hilfe von (B3) ist leicht zu sehen, da�

V (l

1

f(n))V

0

(l

1

f(n) + 1) : : : V

0

((l

1

+ 1) f(n)� 1) =

= 1 0

f(n)�1

(3.50)

gilt. Damit sind wegen au�erdem (3.48), (3.49) und (B6) w

1

2 �

�

und

w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g w

�

ahlbar, so, da�

U(l

1

f(n))U(l

1

f(n) + 1) : : : U((l

1

+ 1) f(n)� 1) =

= 0

jw

1

j

k 0

f(n)�jw

1

j�1

W (l

1

f(n))W (l

1

f(n) + 1) : : : W ((l

1

+ 1) f(n)� 1) =

= w

(N)

1

w

(N)

2

0

f(n)�jw

1

j�jw

2

j

(3.51)

gilt.

Seien nun U

0

2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

, V

0

2 f0; 1g

(f(n))

2

und

W

0

2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

de�niert durch

U

0

(i) := U(i); V

0

(i) := V (i); W

0

(i) :=W (i)

(i

0

2 f0; 1; : : : ; (l

1

+ 1) (f(n))� 1g)

(3.52)

die Einschr

�

ankungen von U; V;W auf W

�

orter der L

�

ange (l

1

+ 1) f(n).

U

0

; V

0

;W

0

; w erf

�

ullen nun weiter die Bedingungen (B1){(B8)

38

f

�

ur alle i 2 N

0

,

38

Ebenso nat

�

urlich auch noch (B9), das aber f

�

ur den folgenden Schlu�, der sich auf die in (1) erhaltene

Aussage bezieht, nicht mehr n

�

otig ist.
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0 � i < (l

1

+ 1) f(n) und es gilt wegen (3.50), (3.51) und (3.52)

U

0

(l

1

f(n))U

0

(l

1

f(n) + 1) : : : U

0

((l

1

+ 1) f(n)� 1) =

= 0

jw

1

j

k 0

f(n)�jw

1

j�1

W

0

(l

1

f(n))W

0

(l

1

f(n) + 1) : : : W

0

((l

1

+ 1) f(n)� 1) =

= w

(N)

1

w

(N)

2

0

f(n)�jw

1

j�jw

2

j

V

0

(l

1

f(n))V

0

(l

1

f(n) + 1) : : : V

0

((l

1

+ 1) f(n)� 1) =

= 1 0

f(n)�1

:

Wegen der in (1) erzielten Aussage (3.46) (in der Anwendung f

�

ur l := l

1

) exi-

stiert daher nun ein l

0

2 N

0

, l

0

� l

1

mit q

1

w `

(l

0

)

M

w

1

q

k

w

2

. Sei nun l := l

0

.

Insgesamt existieren daher l 2 N

0

, l < f(n), w

1

2 �

�

, w

2

2 �

�

(�nf#g) [ f�g

mit q

1

w `

(l)

M

w

1

q

k

w

2

.

Damit ist aber der Nachweis der G

�

ultigkeit des Sukzedens der Implikation

"

(\

in diesem Fall und, weil dieser Schritt f

�

ur beliebige, aber feste w 2 �

�

ausgef

�

uhrt

wurde, allgemein gegl

�

uckt.

}

Beweis von Satz 3.4.4. Sei f(n) nun eine der beiden im Satz vorausgesetzten Funktionen

2

n

oder 2

2

n

, T = Th(hA; 0; 1;+; : : : i) f

�

ur ein Universum A mit N

0

� A;

T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) die als System formaler Sprachen mit informatisch-

sinnvoller Formelsyntax erfa�te Theorie T ;

sei Bw

1

: N

0

! BW1, n 7! Bw

1

(n) := ((n)

2

)

R

.

Weiters seien f

�

ur T

((M))

und f(n) die weiteren Voraussetzungen von Satz 3.4.1 erf

�

ullt,

d.h. � sei ein endliches Alphabet mit � � �

T

((M))

[ �

code

[ f#g, wobei �

code

wie in De�-

nition 3.3.2, # dabei ein Leersymbol, # =2 �

T

((M))

, Symb : f0; 1; : : : ; j�j � 1gto� eine bijek-

tive Funktion mit Symb(0) = #, h�i : EM

�

! (�nf#g)

+

eine Kodierung f

�

ur EM

�

-Turing-

maschinen, die wie in De�nition 3.3.1 festgelegt ist.

Sei nun weiters die Annahme von Satz 3.4.4 g

�

ultig. Danach seien nun c

1

; : : : ; c

5

2 N und

g

1

; : : : ; g

4

: DZW ! Fo

T

((M))

und g

5

: BW0! Fo

T

((M))

mit g

1

; : : : ; g

5

2 DFTime(POL)
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so gew

�

ahlt und im folgenden fest, da� f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0

g

1

((n)

10

) = I

n

(x)

((M))

�

�

(I

n

(x))

((M))

�

�

� c

1

n

g

2

((n)

10

) = J

n

(x)

((M))

�

�

(J

n

(x))

((M))

�

�

� c

2

n

g

3

((n)

10

) = L

n

(x)

((M))

�

�

(L

n

(x))

((M))

�

�

� c

3

n

g

4

((n)

10

) = S

n

(x; y)

((M))

�

�

(S

n

(x; y))

((M))

�

�

� c

4

n

g

5

(w) = H

w

(x)

((M))

�

�

(H

w

(x))

((M))

�

�

� c

5

n

(3.53)

gelten, wobei die hierin auftretenden Formeln I

n

(x), J

n

(x), L

n

(x), S

n

(x; y) undH

w

(x) f

�

ur

alle n 2 N

0

und w 2 BW0 jeweils den in der Annahme (i) des Satzes aufgef

�

uhrten inhalt-

lichen Bedingungen gen

�

ugen. g

1

; : : : ; g

5

k

�

onnen dabei weiters als so gew

�

ahlt angenommen

werden, da� g

1

; : : : ; g

5

2 DFTime

EM

�

(POL) gilt (eine solche Wahl von g

1

; : : : ; g

5

macht

h

�

ochstens eine zuvor n

�

otige Anwendung des Alphabet-Reduktions-Satzes erforderlich).

Um unter diesen Voraussetzungen die Annahme von Satz 3.4.1 zu zeigen, ist die

Existenz von d 2 R , d > 0 und Funktionen e : N

0

! N

0

und g : (�nf#g)

�

! �

�

T

mit

g 2 DFTime

EM

�

(POL) zu zeigen, so, da� f

�

ur alle M 2 EM

�

und w 2 (�nf#g)

�

eine

geschlossene Formel F

M;w

2 Fo

T

((M))

so existiert, da�

F

M;w

2 Thm

T

((M))

() w 2 (�(M))

�

& M akzeptiert w &

&Min�RZ

M

(w) < f(jwj) ; (3.54)

�

�

F

M;w

�

�

� e(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

) + d � jwj ; (3.55)

g(hMi

�;Symb

� w) = F

M;w

(3.56)

gelten.

Hierf

�

ur wird im folgenden die

�

au�ere Gestalt der Konstruktion von g vermittels

g : (�nf#g)

�

! �

�

T

((M))

(3.57)

x 7! g(x) :=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

� : : : falls x 6= hMi

�;Symb

� w

f

�

ur alle M 2 EM

�

, w 2 (�nf#g)

�

1 = 0 : : : falls x = hMi

�;Symb

� w

und w =2 (�(M))

�

f

�

ur

und M 2 EM

�

, w 2 (�nf#g)

�

F

M;w

: : : sonst (d.h. falls x = hMi

�;Symb

� w

und w 2 (�(M))

�

f

�

ur

und M 2 EM

�

, w 2 (�nf#g)

�

)
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bez

�

uglich noch zu konstruierender Formeln F

M;w

2 Fo

T

((M))

(f

�

ur M 2 EM

�

, und

w 2 (�(M))

�

) grundlegend sein. Ausgehend von so einer Setzung und (nach der genauen

Beschreibung der Formeln F

M;w

im letzten Fall:) De�nition von g werden danach d 2 R ,

d > 0 und e : N

0

! N

0

wie oben angegeben werden k

�

onnen.

Es soll schon an dieser Stelle bemerkt werden, da� die in der De�nition von g n

�

oti-

ge Fallunterscheidung in deterministischer polynomialer Rechenzeit von EM

�

-Maschinen

durchgef

�

uhrt werden kann und da� dies dann also auch auf die Berechnung von g in den

ersten beiden Alternativen in der De�nition von g zutri�t. Dies folgt zuerst aus Lem-

ma 3.3.3, wonach die Kodes x = hMi

�;Symb

von EM

�

-Maschinen M in DTime

EM

�

(POL)

liegen (hier gilt ja nach Annahme � [�

code

= �), und dann daraus, da� ausgehend von

hMi

�;Symb

� w (M 2 EM

�

, w 2 (�nf#g)

�

) nat

�

urlich auch in deterministischer polyno-

mialer Rechenzeit von einer EM

�

-Maschine festgestellt werden kann, ob w 2 (�(M))

�

gilt

(: durch Vergleich der einzelnen Symbole von w mit dem in hMi

�;Symb

ja als Liste enthal-

tenen Eingabealphabet �(M) von M).

Die f

�

ur die letztg

�

ultige De�nition von g notwendigen Formeln F

M;w

2 Fo

T

((M))

m

�

ussen

f

�

ur alle M 2 EM

�

und w 2 (�(M))

�

wegen (3.54) nun jedenfalls so de�niert werden, da�

gilt:

F

M;w

2 Thm

T

((M))

() M akzeptiert w &Min�RZ

M

(w) < f(jwj) (3.58)

Die rechte Seite in (3.58) kann nun aber mit der Aussage von Lemma 3.4.5 in Beziehung

gebracht werden, die Anwendung von Lemma 3.4.5 f

�

uhrt dabei dann auf eine Charakte-

risierung der rechten Seite von (3.58), die dann zur Konstruktion von F

M;w

mit Hilfe der

hier vorausgesetzten Hilfsformeln in T dienen kann.

F

�

ur beliebiges M 2 EM

�

und w 2 (�(M))

�

mit Zustandsmenge Q = fq

1

; : : : ; q

k

g

(k 2 N ) und den Bezeichnungen � = fS

0

; S

1

; : : : ; S

m

g, m := j�j � 1 mit S

i

:= Symb(i)

(0 � i � m) folgt n

�

amlich aus Lemma 3.4.5:

M akzeptiert w &Min�RZ

M

(w) < f(jwj) ()

()

�

9U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

9V 2 f0; 1g

(f(n))

2

9W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

�

�

8i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g

�

�

es gelten die an U; V;W; i; w gerichteten

Bedingungen (B1), : : : ,(B9) (wie in Lemma 3.4.5 angegeben)

�

(3.59)

Da sich die in der Annahme vorausgesetzten Formeln S

n

(x; y) und H

w

(x)

aber auf die Beschreibung von Bin

�

arw

�

ortern der L

�

ange (f(n))

2

beziehen,

m

�

ussen, damit diese Hilfsformeln in Beziehung zu (3.58) und mit (3.57) zur

Konstruktion von F

M;w

verwendet werden k

�

onnen, die in (3.59) erscheinenden
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W

�

orter U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

und W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

in Bin

�

arw

�

orter

U

0

1

; : : : ; U

0

p

2 f0; 1g

(f(n))

2

und W

0

1

; : : : ;W

0

q

2 f0; 1g

(f(n))

2

mit p := blog

2

(k + 1)c+ 1

und q := blog

2

m+ 1c+ 1 und z.B. mit

U(i) = U

0

1

(i) + U

0

2

(i) 2

1

+ : : :+ U

0

p

(i) 2

p�1

;

W (i) =W

0

1

(i) +W

0

2

(i) 2

1

+ : : : +W

0

q

(i) 2

q�1

;

(i 2 N

0

; 0 � i < (f(n))

2

) (3.60)

geteilt werden. Zur Konstruktion von F

M;w

2 Fo

T

f

�

ur M 2 EM

�

und w 2 (�(M))

�

mit Q = fq

1

; : : : ; q

k

g (k 2 N ), � = fS

0

; : : : ; S

m

g, m := j�j � 1, S

i

:= Symb(i) (0 � i < m)

kann dann wegen (3.58), (3.57)

F

M;w

2 Thm

T

()

�

9U

0

1

; : : : ; U

0

p

; V;W

0

1

; : : : ;W

0

q

2 f0; 1g

(f(n))

2

�

�

f

�

ur U 2 f0; 1; : : : ; k + 1g

(f(n))

2

, W 2 f0; 1; : : : ;mg

(f(n))

2

mit (3.60) und V und alle i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g

gelten die an U; V;W;w; i gerichteten

Bedingungen (B1), : : : ,(B9).

�

(3.61)

mit p := blog

2

(k + 1)c+ 1 und q := blog

2

m+ 1c+ 1 dienen.

Seien daf

�

ur nun M;w;Q;�; S

0

; : : : ; S

m

wie oben beliebig, aber vorerst fest gew

�

ahlt.

Seien p := blog

2

(k + 1)c+ 1, q := blog

2

mc+ 1.

Die Berechtigtheit einer nun n

�

otigen

�

Ubertragung der rechten Seite in (3.61) zu einer

Formel F

M;w

, die die G

�

ultigkeit dieser Ausage in T via der Beziehung (3.61) ausdr

�

uckt,

beruht nun auf

�

Uberlegungen wie etwa der folgenden Art (die gesamte

�

Ubertragung kann

wegen ihres Umfangs hier n

�

amlich nicht im einzelnen gerechtfertigt werden):

Aus den angenommenen Eigenschaften von I

n

(x), J

n

(x) und S

n

(x; y) folgt unmittelbar

`

T

L

n

(x) & I

n

(y) & :S

n

(x; y)

$

��

x; y 2 N

0

; x < 2

(f(n))

2

; y < (f(n))

2

; Bw

1

(a)(y) = 0

��

(3.62)

Seien nun ~m 2 N , i

1

; : : : ; i

~m

2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g und a

1

; : : : ; a

~m

2 f0; 1g beliebig,

aber fest gew

�

ahlt. Weiters seien f

�

ur n 2 N

0

und a 2 f0; 1g Formeln T

a;n

(x; y) durch

T

a;n

(x; y) ::=

(

S

n

(x; y) : : : a = 1

:S

n

(x; y) : : : a = 0

(3.63)
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de�niert. Aus (3.62) folgt nun mit der vorausgesetzten inhaltlichen Eigenschaft von

S

n

(x; y) (durch Induktion)

`

T

L

n

(x) &

~m

&

j=1

T

a

j

;n

(x; i

j

)

$

hh

x 2 N

0

; x < 2

(f(n))

2

; (Bw

1

(x))(i

j

) = a

j

(j 2 N ; 1 � j � m)

ii

;

(3.64)

woraus weiter

`

T

9x

�

L

n

(x) &

~m

&

j=1

T

a

j

;n

(x; i

j

)

�

()

()

�

9X 2 f0; 1g

(f(n))

2

�

�

X(i

j

) = a

j

(f

�

ur alle j 2 N , j 2 f1; : : : ;mg)

�

;

(3.65)

(3.65) kann nun aber so verstanden werden, da� dadurch die Existenz eines Bin

�

arwortes

X 2 f0; 1g

(f(n))

2

, das bestimmten Bedingungen gen

�

ugt (n

�

amlich den einfachen Aussagen

X(i

j

) = a

j

f

�

ur alle j 2 f1; : : : ; ~mg) mit der Ableitbarkeit einer bestimmten Formel in T

verkn

�

upft worden ist. (

�

Ahnliche Aussagen wie (3.65) k

�

onnen auch unter der Beteiligung

einer Formel H

w

(x), die die ersten f(n) der von x beschriebenen Symbole als w 0

f(n)�jwj

festsetzt, gezeigt werden (wobei n = jwj)).

In weit komplizierterem Ausma� ist eine solche Verkn

�

upfung im Hinblick auf (3.61)

die Grundlage der folgenden vorl

�

au�gen Festlegung F

�

M;w

in (3.66) von F

M;w

(und kann

ausf

�

uhrlich prinzipiell ganz

�

ahnlich gezeigt und eingesehen werden). Vorl

�

au�g erfolgt die

De�nition von F

M;w

inF

�

M;w

deshalb, weilF

�

M;w

der L

�

angenbedingung (ii) in Satz 3.4.1 noch

nicht gen

�

ugt, ein solcher Zwischenschritt aber notwendig ist, um den Beweis|halbwegs|

nachvollziehbar zu gestalten.

F

�

M;w

::=

9x

1

: : : 9x

p

9y 9z

1

: : : 9z

q

8x

�

L

n

(x

1

) & : : : & L

n

(x

p

) & L

n

(y) & L

n

(z

1

) & : : :L

n

(z

q

)

�

& 8y

0

8z

0

�

I

n

(y

0

) & J

n

(z

0

)! E

�

(B1)

& E

�

(B2)

& : : : & E

�

(B9)

�

(3.66)

wobei (mit sp

�

ater erkl

�

arten Hilfsformeln) gilt:

E

�

(B1)

::= H

10

n�1
(x

1

) & H

0

n

(x

2

) & : : : & H

0

n

(x

p

)

H

10

n�1(y)

H

w

1

(z

1

) &H

w

2

(z

2

) & : : : & H

w

q

(z

p

) ;
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wobei w

1

; : : : ; w

q

2 f0; 1g

n

so, da�

w

j

(i) := Bw

1

(w(i))(j � 1) (i 2 N

0

; 0 � i < q; 1 � j � q) ;

es gilt dann f

�

ur alle i 2 N

0

, 0 � i < q

w(i) = w

1

(i) + w

2

(i) � 2

1

+ : : :+ w

q

(i) � 2

q�1

;

E

�

(B2)

::= I

n

(y

0

+ z

0

) & U

�

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)!WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

0

+ z

0

) ;

E

�

(B3)

::= I

n

(y

0

+ z

0

)!

�

S

n

(y; y

0

)$ S

n

(y; y

0

+ z

0

)

�

;

E

�

(B4)

::= I

n

(y

0

+ z

0

+ 1)

! &

i

1

2f1;::: ;k�1g

l

1

2f0;::: ;mg

�

U

�

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

) &W

�

l

1

;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

)

! B

�

i

1

;l

1

;p;q;n

(x

1

; : : : ; x

p

; z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; z

0

)

�

;

wobei B

�

i

1

;l

1

;p;q;n

(: : : ) wie in Formel 3.4.2 ;

E

�

(B5)

::= I

n

(y

0

+ z

0

)! S

n

(y; y

0

+ 1)! U

�

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

) ;

E

�

(B6)

::= 9z

00

�

I

n

(z

00

) & z

00

+ 1 = z

0

& I

n

(y

0

+ z

00

)

�

& S

n

(y; y

0

)

! 9z

0

�

SJ

n

(z

0

) & :U

�

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

)

& 8z

00

�

SJ

n

(z

00

) & : z

00

= z

0

! U

�

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

00

)

� �

;

wobei die Formeln SJ

n

(z) die Eigenschaft

`

T

SJ

n

(z)$ [[ z 2 N

0

; z < f(n) ]]

besitzen und wie folgt de�niert sind:

SJ

n

(z) ::= 9z

0

9z

000

�

J

n

(z

0

) & I

n

(z) & I

n

(z

000

) & z + z

000

+ 1 = z

0

�

E

�

(B7)

::= I

n

(y

0

+ z

0

)! U

�

k;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

! U

�

k;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

) &WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

0

+ z

0

) ;

E

�

(B8)

::= I

n

(y

0

+ z

0

)! U

�

k+1;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

! U

�

k+1;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

) &WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

0

+ z

0

) ;

E

�

(B9)

::= 9y

00

�

I

n

(y

00

) & U

�

k;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

00

)

�

:

Die in E

�

(B1)

, : : : ,E

�

(B9)

(f

�

ur feste p; q; n 2 N und bestimmte i 2 N

0

) auftretenden Formeln

U

�

i;p;n

(: : : ), W

�

i;q;n

(: : : ), WE

�

q;n

(: : : ) seien f

�

ur allgemeine Parameter i; n 2 N

0

, p; q 2 N
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Formel 3.4.2 Die Formel B

�

i

1

;l

1

;p;q;n

(x

1

; : : : ; x

p

; z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; z

0

):

B

�

i

1

;l

1

;p;q;n

(x

1

; : : : ; x

p

; z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; z

0

) ::=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

U

�

k+1;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

) &WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

0

+ z

0

)

: : : : : : : : : �(q

i

1

; S

l

1

) = ;

�

S

n

(y; y

0

)! U

�

k+1;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

) &WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

0

+ z

0

)

�

&

&

h

:S

n

(y; y

0

)!

_

(q

i

2

;S

l

2

;L)2�(q

i

1

;S

l

1

)

�

W

�

l

2

;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

+ z

0

) &

& 9y

00

�

y

00

+ 1 = y

0

+ z

0

& U

�

i

2

;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

00

)

�

i

: : : : : : : : : �(q

i

1

; S

l

1

) 6= ; & es gibt kein (q

i

2

; S

l

2

; R) 2 �(q

i

1

; S

l

1

)

h

_

(q

i

2

;S

l

2

;R)2�(q

i

1

;S

l

1

)

U

�

i

2

;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

+ 1) &W

�

l

2

;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

+ z

0

)

i

&

&

h

_

(q

i

2

;S

l

2

;L)2�(q

i

1

;S

l

1

)

:S

n

(y; y

0

) & 9y

00

�

y

00

+ 1 = y

0

+ z

0

& U

�

i

2

;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

00

)

�

&

&W

�

l

2

;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

+ z

0

)

i

: : : : : : : : : sonst
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dabei so de�niert:

U

�

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

) ::=

p

&

j=1

T

(Bw

1

(i))(j�1);n

(x

j

; y)

(f

�

ur i; n 2 N

0

, p 2 N ;

und wobei T

a;n

(x; y) (a 2 f0; 1g, n 2 N ) wie in (3.63)) ;

W

�

i;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

) ::= U

�

i;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

)

(f

�

ur i; n 2 N

0

, q 2 N ) ;

WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

00

) ::=

q

&

i=1

�

S

n

(z

i

; y

0

)$ S

n

(z

i

; y

00

)

�

(f

�

ur n 2 N

0

, q 2 N ) .

Eine zu M 2 EM

�

und w 2 (�(M))

�

so de�nierte Formel F

�

M;w

kann aber die L

�

angen-

bedingung (3.56) nicht erf

�

ullen, denn es gilt jedenfalls:

�

�

F

�

M;w

�

�

>

�

�

E

�

(B4)

�

�

> (k � 1) �m �

�

�

�

U

�

�;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�

�

+

�

�

W

�

�;q;n

(z

1

; : : : ; z

p

; y

0

)

�

�

�

� (k � 1) �m �

�

p �

�

�

S

n

(x; y)

�

�

+ q �

�

�

S

n

(x; y)

�

�

�

> (k � 1) �m � p �

�

�

S

n

(x; y)

�

�

= (k � 1) �m � p � c

4

� n

(3.67)

Hierin h

�

angen nun aber sowohl k als auch p von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

ab (k ist die Anzahl

der Zust

�

ande von M , p = blog

2

(k + 1)c + 1) und nur n = jwj von w, soda� dadurch eine

Absch

�

atzung von

�

�

F

M;w

�

�

nach oben vermittels einer getrennten Summe von zwei Anteilen,

die nur von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

bzw. von jwj abh

�

angen, unm

�

oglich wird

39

.

�

Ahnliches gilt sogar auch in Beziehung zu (z.B.) E

�

(B2)

, n

�

amlich:

�

�

F

�

M;w

�

�

>

�

�

E

�

(B2)

�

�

>

�

�

U

�

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�

�

� p �

�

�

S

n

(x; y)

�

�

(3.68)

und p h

�

angt erneut von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

ab (zwar nur sehr schwach, es gilt jedenfalls

p � blog

2

( g

10

(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

) + 1)c+ 1 mit g

10

(n) wie in De�nition 3.3.6 erkl

�

art; es gilt

jedoch g

10

(n) � n f

�

ur alle n 2 N ).

39

Das k

�

onnte unter der zus

�

atzlichen Annahme (n 7! jS

n

(x; y)j) 2 �(n) (die zwar

�

uber die in der Annah-

mebedingung (ii) von Satz 3.4.4 an

�

S

n

(x; y)

	

n2N

0

enthaltene Forderung (n 7! jS

n

(x; y)j) 2 O(n) hinaus-

geht, im Kontext der Komplexit

�

atsbeweise hier f

�

ur die in den einzelnen Theorien entwickelten Formeln

S

n

(x; y) aber zutri�t) exakt bewiesen werden.
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Genau dieses L

�

angenproblem tritt aber eigentlich auch schon in [FiR74] auf (dort bei

der Formulierung von E



, vgl. p. 13), wird dort aber nicht weiter behandelt: Die dort f

�

ur

U

�

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y) verwendete Formel

:S

n

(x

1

; y) & : : : & :S

n

(x

p

; y) (3.69)

gestattet sicherlich nicht den Nachweis der in der Voraussetzung von Theorem 6 in [FiR74]

geforderten L

�

angenbedingung (b) von der Form

�

�

F

�

M;w

�

�

� d �

�

�

�

hMi

�

�

+ jwj

�

(f

�

ur alle M , w) (3.70)

f

�

ur ein d 2 R , d > 0 [leichte Anpassung dieser Bedingung an die hier verwendeten Symbole

von mir, C.G.]; im Beweis n

�

otige Formeln der Gestalt (3.69) sind auch der Grund, warum

eine L

�

angenbedingung der Form (3.70) sehr wahrscheinlich|dort wie auch hier|nicht

erzielt werden kann. Denn es ist zwar eine Verk

�

urzung von (3.69) zu

8x

�

x = x

1

_ : : : _ x = x

p

! :S

n

(x; y)

�

; (3.71)

m

�

oglich, also zu einer Formel, deren L

�

ange durch eine Summe von getrennten Anteilen

bestimmt ist, die von p (und also von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

) bzw. von n (und also von jwj) abh

�

angen

(das Wachstumsverhalten der L

�

ange von (3.71) liegt in O(n) + �(p log

10

p)). Zur Formulie-

rung von E

�

im Beweis von Theorem 7 in [FiR74] bzw. von (B4) hier aus Lemma 3.4.5 ist es

aber n

�

otig, zu jedem Kodezeichen in hMi

�;Symb

, das einer Zustandsnummer angeh

�

ort, eine

der Variablen x

1

; : : : ; x

p

in F

M;w

zu verwenden. Deshalb kann das Wachstumsverhalten

von F

M;w

bez

�

uglich der hier verwendeten Konstruktion dieser Formel wohl nur etwa durch

O(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

log p) +O(jwj) (p h

�

angt wie oben beschrieben vonM und

�

�

hMi

�;Symb

�

�

ab)

begrenzt werden.

Aus diesem Grund kann die Formel F

M;w

entlang der hier verwendeten (dem Beweis

von Theorem 7 in [FiR74] folgenden) Vorgehensweise [wohl, C.G.] nur so gew

�

ahlt werden

da� daf

�

ur eine Absch

�

atzung von etwa der Qualit

�

at

�

�

F

�

M;w

�

�

� d �

�

�

�

hMi

�;Symb

�

�

� log log g

10

(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

) + jwj

�

(f

�

ur alle M 2 EM

�

, w 2 (�(M))

�

� (�nf#g)

�

)

(3.72)

m

�

oglich wird (k l

�

a�t sich n

�

amlich durch g

10

(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

) und davon ausgehend p durch

blog

2

(g

10

(

�

�

hMi

�;Symb

)

�

�

+ 1)c + 1 absch

�

atzen).

Im folgenden wird die schon de�nierte Formel F

�

M;w

so zu einer Formel F

M;w

�

uber-

tragen werden, da� daf

�

ur eine L

�

angenabsch

�

atzung der Gestalt (3.72) erzielbar ist. Dabei

werden in der Hauptsache logische Umformungsm

�

oglichkeiten zur verk

�

urzten Schreibweise

von Formeln|wie zwischen (3.69) und (3.71) verwendet|ben

�

utzt; damit k

�

onnen v.a. die

in E

�

(B1)

, : : : ,E

�

(B9)

auftretenden Teilformeln U

�

i;p;n

(: : : ), W

�

i;q;n

(: : : ) und WE

�

q;n

(: : : ) in
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entsprechend k

�

urzere Formeln U

i;p;n

(: : : ),W

i;q;n

(: : : ) undWE

q;n

(: : : )

�

uberf

�

uhrt werden.

Lediglich die

�

Ubertragung von E

�

(B4)

zur Teilformel E

(B4)

von F

M;w

erfordert eine (um

einiges) kompliziertere

�

Ubertragung.

F

M;w

sei nun insgesamt folgenderma�en de�niert:

F

M;w

::=

9x

1

: : : 9x

p

9y 9z

1

: : : 9z

q

8x

�

x = x

1

_ : : : _ x = x

p

_ x = y _ x = z

1

_ : : : _ x = z

q

! L

n

(x)

�

& 8y

0

8z

0

�

9x

�

x = y

0

& I

n

(x)

�

& 9x

�

x = z

0

& J

n

(x)

�

! E

(B1)

& E

(B2)

& : : :E

(B9)

�

(3.73)

wobei

E

(B1)

::= 9x

�

x = x

1

& H

10

n�1(x)

�

& 8x

�

x = x

2

_ : : : _ x = x

p

! H

0

n

(x)

�

& 9x

�

x = y & H

10

n�1
(x)

�

& 9x

�

x = z

1

& H

w

1

(x)

�

& : : : & 9x

�

x = z

q

& H

w

q

(x)

�

wobei w

1

; : : : ; w

q

2 f0; 1g

n

so, da�

w(i) = w

1

(i) +w

2

(i) � 2

1

+ : : :+ w

q

(i) � 2

q�1

;

f

�

ur i 2 N

0

, 0 � i < q ; das f

�

uhrt auf die Setzungen

w

j

(i) := Bw

1

(w(i))(j � 1) (i 2 N

0

; 0 � i < q; 1 � j � q) ;

E

(B2)

::= 9x (x = y

0

+ z

0

& I

n

(x) ) & U

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�!WE

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

0

+ z

0

) ;

E

(B3)

::= 9x (x = y

0

+ z

0

& I

n

(x) )

! 9x

�

x = y

&

�

9y ( y = y

0

& S

n

(x; y) )

�

$

�

9y ( y = y

0

+ z

0

& S

n

(x; y) )

� �

;

E

(B4)

: vgl. Formel 3.4.3 ;

E

(B5)

::= 9x (x = y

0

+ z

0

& I

n

(x) )

�! 9x

�

x = y & 9y ( y = y

0

& S

n

(x; y) )

�

! U

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

) ;
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E

(B6)

::= 9z

00

�

9x (x = z

00

& I

n

(x) ) & z

00

+ 1 = z

0

& 9x (x = z

00

& I

n

(x) )

�

& 9x

�

x = y & 9y ( y = y

0

& S

n

(x; y) )

�

�! 9z

0

�

SJ

0

n

(z

0

) & :U

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

)

& 8z

00

�

SJ

0

n

(z

00

) & : z

00

= z

0

! U

0;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

00

)

� �

wobei SJ

0

n

(z) ::= 9z

0

9z

000

�

9x (x = z

0

& J

n

(x) ) & 9x (x = z & I

n

(x) )

& 9x (x = z

000

& I

n

(x) ) & z + z

000

+ 1 = z

0

�

E

(B7)

::= 9x

�

x = y

0

+ z

0

& I

n

(x)

�

& U

k;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�! U

k;p

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

) &WE

q;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

00

) ;

E

(B8)

::= 9x

�

x = y

0

+ z

0

& I

n

(x)

�

& U

k+1;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�! U

k+1;p

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

+ z

0

) &WE

q;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

00

) ;

E

(B9)

::= 9y

00

�

9x (x = y

00

& I

n

(x) ) & U

k;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

00

)

�

;

Die in E

(B1)

, : : : ,E

(B9)

(f

�

ur feste p; q; n 2 N und bestimmte i 2 N

0

in der obigen Formu-

lierung von F

M;w

auftretenden Formeln U

i;p;n

(: : : ), W

i;q;n

(: : : ) und WE

q;n

(diese wer-

den im folgenden als verk

�

urzt geschriebene, den Formeln U

�

i;p;n

(: : : ), W

�

i;q;n

(: : : ) und

WE

�

q;n

(: : : )

�

aquivalente Entsprechungen de�niert werden) und A

i;p

(: : : ), UB

p;n

(: : : ) so-

wie WB

q;n

(: : : ) seien f

�

ur allgemeine Parameter i; n 2 N

0

, p; q 2 N dabei nun so de�niert:

U

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

) ::=

8x8w

�

x = x

1

& w = Bw

1

(i)(0) _ x = x

p

& w = Bw

1

(i)(p� 1)

! 9y

�

y = y

0

& S

n

(x; y)$ w = 1

� �

(f

�

ur i; n 2 N

0

, p 2 N );

W

i;q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

) ::= U

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

(f

�

ur i; n 2 N

0

, q 2 N );

WE

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

00

) ::=

8z

�

z = z

1

_ : : : _ z = z

q

! 9x

�

x = z

&

�

9y ( y = y

0

& S

n

(x; y) )$ 9y ( y = y

00

& S

n

(x; y) )

� � 	

(f

�

ur n 2 N

0

, q 2 N );
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Formel 3.4.3 Die Formel E

(B4)

:

E

(B4)

::= 9x

�

x = y

0

+ z

0

+ 1 & I

n

(x)

�

! 8w

(U)

1

: : : w

(U)

p

w

(W )

1

: : : w

(W )

q

nh

_

i

1

2f1;::: ;k�1g

l

1

2f0;::: ;mg

�

A

i

1

;p

(w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

p

) & A

l

1

;q

(w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

q

)

�

& UB

p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

p

; y

0

)

&WB

q;n

(z

1

; : : : ; z

p

; w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

q

; y

0

)

i

! 9w

(U)0

1

: : : 9w

(U)0

p

9w

(W )0

1

: : : 9w

(W )0

q

9y

00

9w

h �

(w = 0 _ w = 1)

&

�

w = 1$ 9x

�

x = y & 9y

�

y = y

0

& S

n

(x; y)

� � 	

�

&

_

i

1

2f1;::: ;k�1g

l

1

2f0;::: ;mg

�

A

i

1

;p

(w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

p

) & A

l

1

;q

(w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

q

)

& B

i

1

;l

1

;p;q

(w

(W )

1

; : : : : : : ; w

(W )0

q

; y

0

; z

00

; y

00

; w)

�

& UB

q;n

(x

1

; : : : ; x

p

; w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

; y

00

)

&WB

q;n

(z

1

; : : : ; z

p

; w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

; y

0

+ z

0

)

i o

wobei die Formel

B

i

1

;l

1

;p;q

(w

(W )

1

; : : : ; w

(W )

q

;

w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

; w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

; y

0

; z

00

; y

00

; w)

wie in Formel 3.4.4 de�niert ist.
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Formel 3.4.4 Die Formel

B

i

1

;l

1

;p;q

(w

(W )

1

; : : : ; w

(W )

q

; w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

; w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

; y

0

; z

00

; y

00

; w):

B

i

1

;l

1

;p;q

(w

(W )

1

; : : : ; w

(W )

q

; w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

; w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

p

; y

0

; z

00

; y

00

; w) ::=

8

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

<

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

>

:

y

00

= y

0

+ z

0

& A

k+1;p

(w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

) & w

(W )0

1

= w

(W )

1

& : : : & w

(W )0

p

= w

(W )

p

: : : : : : : : : �(q

i

1

; S

l

1

) = ;)

�

w = 1! y

00

= y

0

+ z

0

& A

k+1;p

(w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

)

& w

(W )0

1

= w

(W )

1

& : : : & w

(W )0

p

= w

(W )

p

�

&

�

w = 0! y

00

+ 1 = y

0

+ z

0

&

_

(q

i

2

;S

l

2

;L)2�(q

i

1

;S

l

1

)

�

A

i

2

;p

(w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

) & A

l

2

;q

(w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

)

� �

: : : : : : : : : �(q

i

1

; S

l

1

) 6= ; & es gibt kein (q

i

2

; S

l

2

; R) 2 �(q

i

1

; S

l

1

)

�

y

00

= y

0

+ z

0

+ 1 &

_

(q

i

2

;S

l

2

;R)2�(q

i

1

;S

l

1

)

�

A

i

2

;p

(w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

) & A

l

2

;q

(w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

)

� �

_

�

y

00

+ 1 = y

0

+ z

0

& w = 0

&

_

(q

i

2

;S

l

2

;L)2�(q

i

1

;S

l

1

)

�

A

i

2

;p

(w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

) & A

l

2

;q

(w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

)

� �

: : : : : : : : : sonst



214 KAPITEL 3. AUFARBEITUNG DER ARBEIT [FIR74]

A

i;p

(x

1

; : : : ; x

p

) ::= x

1

= Bw

1

(i)(0) & : : : & x

p

= Bw

1

(i)(p� 1)

(f

�

ur i; n 2 N

0

, p 2 N );

UB

p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; w

1

; : : : ; w

p

; y

0

) ::=

8w

�

w = w

1

_ : : : _w = w

p

! w = 0 _w = 1

�

& 8x8w

�

x = x

1

& w = w

1

_ : : : _ x = x

p

& w = w

p

!

�

9y ( y = y

0

& S

n

(x; y) )$ w = 1

� �

(f

�

ur p 2 N , n 2 N

0

);

WB

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; w

1

; : : : ; w

q

; y

0

) ::= UB

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; w

1

; : : : ; w

q

; y

0

)

(f

�

ur q 2 N , n 2 N

0

).

Es l

�

a�t sich leicht einsehen, da�

`

T

U

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)$ U

�

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

und (Analoges f

�

ur W

i;q;n

und W

�

i;q;n

:)

`

T

WE

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

00

)$WE

�

q;n

(z

1

; : : : ; z

q

; y

0

; y

00

)

(f

�

ur alle i; n 2 N

0

, p; q 2 N ) gelten, diese Formeln also jeweils in T

�

aquivalent sind, da�

jedoch von U

�

i;p;n

(: : : ) zu U

i;p;n

(: : : ) und von WE

�

q;n

(: : : ) zu WE

q;n

(: : : ) insofern eine

"

Verk

�

urzung\ stattgefunden hat, als in U

i;p;n

(: : : ) die Formel S

n

(x; y) nur mehr einmal

und in WE

q;n

(: : : ) nur mehr zweimal vorkommt, S

n

(x; y) in U

�

i;p;n

(: : : ) aber p-mal und

in WE

�

q;n

(: : : ) 2q-mal vorgekommen ist

40

. Insbesondere gilt

�

�

U

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�

�

= 7 p+ 13 + jS

n

(x; y)j+ jx

1

j+ : : : + jx

p

j+

�

�

y

0

�

�

;

hingegen

�

�

U

�

i;p;n

(x

1

; : : : ; x

p

; y

0

)

�

�

� p � jS

n

(x; y)j+ p� 1 :

Es mu� an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, da� die Formulierung von F

M;w

hier noch nicht direkt in einer �xierten informatisch-sinnvollen Formelsyntax erfolgt ist,

wenngleich aber augenscheinlich ist, welche geringf

�

ugigen

�

Anderungen z.B. bez

�

uglich

der f

�

ur die Theorien der Presburger Arithmetik gegebenen LR(1)-Formelsprache in

40

Im Fall von W

�

i;q;n

(: : : ) und WE

�

q;n

(: : : ) ist die Durchf

�

uhrung einer Verk

�

urzung im Beweis hier ei-

gentlich unn

�

otig, geschieht aber aus Symmetriegr

�

unden trotzdem.
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Grammatik 2.6.1 notwendig w

�

aren: (1) Die Formel mu� in pr

�

anexe Schreibweise um-

gebaut werden, (2) die Indizierung der Variablen ist genau festzulegen, insbesondere

m

�

ussen die hier (der Lesbarkeit wegen und um die Beziehung zum Beweis von Theo-

rem 7 in [FiR74]|so gut es geht|aufrechtzuerhalten) benutzten einzelnen un

�

ar indizier-

ten Variablen durch dezimal indizierte Variable ersetzt werden und x

1

; : : : ; x

p

m

�

ussen

als Zeichenketten x

(1)

10

; : : : ; x

(p)

10

(mit dezimaler subscript-Indizierung), z

1

; : : : ; z

q

,

w

(U)

1

; : : : ; w

(U)

p

, w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

, w

(W )

1

; : : : ; w

(W )

q

, w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

beispielsweise als

z

(1)

10

; : : : ; z

(q)

10

, w

(2q+1)

10

; : : : ; w

(2q+p)

10

, w

(2q+p+1)

10

; : : : ; w

(2q+2p)

10

, w

(1)

10

; : : : ; w

(q)

10

,

w

(q+1)

10

; : : : ; w

(2q)

10

(jeweils also mit zur Variablen als Wort symbolweise beitragender

dezimaler subscript-Indizierung).

Es ist nun direkt

�

uberpr

�

ufbar, da� in F

M;w

die Formel I

n

(x) nur mehr genau 14-mal,

J

n

(x) 3-mal, L

n

(x) einmal, S

n

(x; y) 22-mal und eine Formel H

~w

(x) (f

�

ur jeweils ein

~w 2 f0; 1g

�

, j ~wj = jwj = n) genau 3 + q-mal vorkommt und da� der

�

ubrige Teil von F

M;w

in seiner L

�

ange von n = jwj nicht mehr abh

�

angt, sondern nur von q (q = blog

2

m+ 1c+ 1,

m = j�j � 1, � ist nach Annahme fest), von k (Anzahl der Zust

�

ande von M), von p

(p = blog

2

(k + 1)c + 1) und von der konkreten Wahl der in F

M;w

vorkommenden Varia-

blen (und alle diese Gr

�

o�en sind von n = jwj unabh

�

angig und auch die Freiheit in der

Variablenwahl hat nichts mit n zu tun). Genau l

�

a�t sich durch Abz

�

ahlen

41

einsehen

42

:

jF

M;w

j � 14

�

�

I

n

(x)

((M))

�

�

+ 3

�

�

J

n

(x)

((M))

�

�

+

�

�

L

n

(x)

((M))

�

�

+ 22

�

�

S

n

(x; y)

((M))

�

�

+

+ (3 + q)

�

�

H

w

(x)

((M))

�

�

+

+ 90 p+ 46 q + 630 +

+ 13 ( jx

1

j+ : : :+ jx

p

j ) + 7 ( jz

1

j+ : : :+ jz

p

j ) +

+ 3 (

�

�

w

(U)

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(U)

p

�

�

) + 3 (

�

�

w

(W )

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(W )

q

�

�

)

41

[Geringf

�

ugiges Mich-Verz

�

ahlt-Haben kann ich nicht ganz zu 100 % ausschlie�en (though I've tried

hard), C.G.]

42

Die L

�

angen von un

�

ar indizierten Variablen wurden jeweils symbolweise gez

�

ahlt, z.B. jx

000

j = 3; weiters

wurde dabei von der in pr

�

anexer Schreibweise angeschriebenen Formel F

M;w

ausgegangen, logische Symbole

8, $, & wurden|entsprechend z.B. der Formelgrammatik Grammatik 2.6.1 in Kapitel 2 f

�

ur PreAN|als

einfache Symbole gez

�

ahlt und wurden nicht wie in [Shoe67] als de�nierte Symbole aufgefa�t (soda� diese

weiter eliminiert werden m

�

u�ten und F

M;w

nur mit den logischen Symbolen 9, _ und : aufgebaut w

�

urde).

{ Es sollte hier jedoch ausdr

�

ucklich bemerkt und angef

�

ugt werden (und kann an der hier festgelegten

Gestalt von F

M;w

leicht

�

uberpr

�

uft werden), da� die Verwendung einer solchen, etwas erweiterten logischen

Syntax f

�

ur Formeln aus Theorien 1. Ordnung f

�

ur die Durchf

�

uhrung dieses Beweises keineswegs wesentlich

ist. Wenn n

�

amlich|wie in den Abschnitten 5, 6 und 7 dargestellt|die in der Annahme dieses Satzes

vorausgesetzten Formeln I

n

(x), J

n

(x), L

n

(x), S

n

(x; y) und H

w

(x) in den jeweils behandelten Theorien

immer so konstruiert werden k

�

onnen, da� sie der zus

�

atzlichen Bedingung gen

�

ugen, nur 9, _ und : (neben

= wie in [Shoe67]) als logische Symbole zu enthalten, so kann (durch die einfache logische Ersetzung der

Symbole !, &, $ in F

M;w

wie hier de�niert) eine entsprechende Formel F

0

M;w

mit den hier gew

�

unschten

Eigenschaften gefunden werden, die ebenfalls dieser weiteren Bedingung gen

�

ugt, d.h. die ebenfalls nur mit

den logischen Symbolen 9, _ und : (neben nat

�

urlich =) aufgebaut ist.
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+ 3 (

�

�

w

(U)0

1

�

�

+ : : : +

�

�

w

(U)0

p

�

�

) + 3 (

�

�

w

(W )0

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(W )0

q

�

�

)

+ k (m+ 1)

�

9 p+ 11 q + 31 +

+ 2 (

�

�

w

(U)

1

�

�

+ : : : +

�

�

w

(U)

p

�

�

) + 3 (

�

�

w

(W )

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(W )

q

�

�

) +

+ (

�

�

w

(U)0

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(U)0

p

�

�

) + 2 (

�

�

w

(W )0

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(W )0

q

�

�

)

�

+

+

X

i

2

2f1;::: ;kg;wobei

(q

i

2

;S

l

2

;M)2�(q

i

1

;S

l

1

)

f

�

ur i

1

2f1;::: ;k�1g; l

1

2f0;::: ;mg;

l

2

2f0;::: ;mg;M2fL;Rg:

�

�

�

A

i

2

;p

(w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

)

�

�

�

(3.74)

Der letzte Summand in (3.74) l

�

a�t sich (jedenfalls) durch

jhMi

�;Symb

j � ( 3 p� 1 +

�

�

w

(U)0

1

�

�

+ : : : +

�

�

w

(U)0

p

�

�

) (3.75)

absch

�

atzen, ist aber zusammen mit einem Ausdruck der Gestalt

k � (

�

�

w

(U)0

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(U)0

p

�

�

) (vgl. im vorletzten Summanden) die wesentliche Urasche

daf

�

ur, da� F

M;w

nicht auch von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

(wie von jwj) linear abh

�

angt (sondern leicht

super-linear von jhMi

�;Symb

j abh

�

angt (und damit der Beweis von Theorem 6 in [FiR74]

nicht weitgehend direkt

�

ubernommen werden konnte).

Die Variablen x

1

; : : : ; x

p

, z

1

; : : : ; z

q

, w

(U)0

1

; : : : ; w

(U)0

p

, w

(W )

1

; : : : ; w

(W )

q

und

w

(W )0

1

; : : : ; w

(W )0

q

k

�

onnen auf fr

�

uher angedeutete Weise jedenfalls so gew

�

ahlt wer-

den, da� von n = jwj und hMi

�;Symb

unabh

�

angige, �xe Zahlen C;D 2 N so existieren,

da�

�

�

x

1

�

�

+ : : :+

�

�

x

p

�

�

� C p log p ;

�

�

w

(U)

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(U)

p

�

�

� C p log p ;

�

�

w

(U)0

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(U)0

p

�

�

� C p log p

(die M

�

oglichkeit, C so w

�

ahlen zu k

�

onnen, beruht v.a. auf der Aussage von Lemma 3.3.7,

(ii)) und

�

�

z

1

�

�

+ : : : +

�

�

z

q

�

�

;

�

�

w

(W )

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(W )

q

�

�

;

�

�

w

(W )0

1

�

�

+ : : :+

�

�

w

(W )0

q

�

�

� D

gelten (die Wahl von D h

�

angt nat

�

urlich von q ab, da jedoch q = blog

2

j�jc + 1 und �

im Beweis fest gew

�

ahlt wurde, kann D fest und unabh

�

angig von n = jwj und

�

�

hMi

�;Symb

�

�

angenommen werden). (Durch n

�

ahere Analyse der verwendeten Strategie bei der konkreten

Festlegung der Variablen k

�

onnten C und D nat

�

urlich auch ganz konkret gefunden werden.

Im Beweis hier ist dabei zuerst aber nur die M

�

oglichkeit n

�

otig, da� Zahlen C und D mit

diesen Eigenschaften gefunden werden k

�

onnen.)
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Davon ausgehend kann nun jF

M;w

j unter Aufspaltung der von n = jwj und von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

abh

�

angigen L

�

angenanteile der Formel F

M;w

durch

jF

M;w

j �

�

90 p+ 46 q + 630

+ 19 + C p log p+ 16D

+ k (m+ 1) (9 p + 11 q + 31 + 3C p log p+ 5D

+

�

�

hMi

�;Symb

�

�

(3 p� 1 + C log p)

	

+

�

14 c

1

+ 3 c

2

+ c

3

+ 22 c

4

+ (3 + q) c

5

n

	

(3.76)

abgesch

�

atzt werden (c

1

; : : : ; c

5

2 N sind dabei die am Anfang des Beweises angenommenen,

f

�

ur die Absch

�

atzungen der L

�

angen von I

n

(x)

((M))

, : : : , H

w

(x)

((M))

in (3.53) ma�geblichen

Konstanten).

Hieraus ergibt sich aber nun direkt eine L

�

angenabsch

�

atzung der Gestalt (3.55) und

zwar mit

d := 14 c

1

+ 32 c

2

+ c

3

+ 22 c

4

+ (3 + q) c

5

(wobei c

1

; : : : ; c

5

wie in (3.53)) und (da sich k durch g

10

(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

und

p := blog

2

(k + 1)c + 1 davon ausgehend durch log

2

(g

10

(

�

�

hMi

�;Symb

�

�

+ 1) + 1 absch

�

atzen

l

�

a�t) einer Funktion e : N

0

! N mit

e(i) := 90 ~p(i) + q + 649

+ C p log ~p(i) + 16D

+

~

k(i) (m + 1) ( 9 ~p(i) + 11 q + 31 + 3C ~p(i) log ~p(i) + 5D )

+ l ( 3 ~p(i)� 1 + 3C ~p(i) log ~p(i) )

wobei

~p(i) := log

2

(g

10

(i) + 1) + 1 (i 2 N

0

) ;

~

k(i) := g

10

(i) (i 2 N

0

) ;

m = j�j � 1 (wie fr

�

uher festgelegt) ;

q = blog

2

(m+ 1) + 1c (wie fr

�

uher festgelegt) :

Es ist leicht einzusehen, da� gilt

e(l) 2 O( l log g

10

(l) log log g

10

(l) ) $ O( l log l log log l ) ;

da� also e(l) nur ganz leicht super-linear w

�

achst.

Der Bedingung (3.54) ist durch die wie oben erfolgte (inhaltlich motivierte und ent-

wickelte) Festlegung von F

M;w

entsprochen worden.
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Die Bedingung (3.56), also die Existenz einer die Formeln F

M;w

f

�

ur alle M 2 EM

�

und w 2 (�nf#g)

�

herstellenden Funktion g 2 DFTime

EM

�

(POL) kann ausf

�

uhrlich

�

uber

den hier dargestellten Aufbau der Formeln F

M;w

gerechtfertigt werden, wobei als n

�

oti-

ge Teilkonstruktionen die vorausgesetzten Funktionen g

1

; : : : ; g

5

2 DFTime

EM

�

(POL)

eingehen, die Herstellungsprozesse f

�

ur I

n

(x), : : : , H

w

(x) beschreiben.

Der einzige Schritt im Aufbau der Formeln F

M;w

, der hier noch einer n

�

aheren

�

Uber-

pr

�

ufung bedarf, ist die Konstruktion der Teilformeln E

(B4)

(ausgehend von hMi

�;Symb

und w), wobei n

�

amlich explizit auf den Maschinenkode hMi

�;Symb

von M zur

�

uckgegri�en

werden mu�. Die Durchf

�

uhrbarkeit der Konstruktion von E

(B4)

durch eine EM

�

-Turing-

maschine in polynomialer Rechenzeit kann aber prinzipiell sehr

�

ahnlich wie in der Beweis-

skizze zu Lemma 3.3.3 dargestellt erfolgen und unterbleibt hier, da ein solcher Nachweis

analog zu dort wirklich sehr naheliegt, auch aus Umfangsgr

�

unden.

Insgesamt kann dadurch der Beweis dieses Satzes aber als gegl

�

uckt angesehen werden.

Es soll an dieser Stelle darauf hingewiesen werden, da� unter den Voraussetzungen

und Annahmen von Satz 3.4.4 die Annahmen von Satz 3.4.3 eigentlich einfacher als (wie

hier bewiesen) diejenigen von Satz 3.4.1 nachgewiesen werden k

�

onnten bzw. [von mir

hier, C.G.] nachgewiesen h

�

atten werden k

�

onnen. Die in Satz 3.4.3 geforderte, schw

�

achere

L

�

angenbedingung (ii) in dessen Annahme w

�

urde es n

�

amlich in einem sehr analog zu oben

zu f

�

uhrenden Beweis m

�

oglich machen, schon bei den hier konstruierten Formeln F

�

M;w

Halt

zu machen und diese nicht noch|wie hier|weiter (bzgl. der Wachstumsordnung dieser

L

�

ange) verk

�

urzen zu m

�

ussen, um eine Absch

�

atzung der L

�

ange von F

M;w

durch eine Summe

getrennter, von

�

�

hMi

�;Symb

�

�

bzw. von jwj abh

�

angiger Anteile zu erreichen. { Da [FiR74]

ihre Komplexit

�

atsbeweise jedoch auf eine Satz 3.4.1 vergleichbare Aussage (n

�

amlich auf

Theorem 6, p. 7, in [FiR74]) gest

�

utzt haben, wollte hier deutlich gemacht werden, welcher

Beweisweg und -umfang zur Pr

�

azisierung des in [FiR74] nur angedeuteten Beweises (allem

Anschein nach) wahrscheinlich unumg

�

anglich ist.

Allerdings hat dieser etwas l

�

angere Beweisweg auch die Vorteile, (1) da� sich der Beweis

nicht (wie jener von Satz 3.4.3) auf eine hier nicht bewiesene Aussage

�

uber Zeithierarchien

f

�

ur nichtdeterministische Turingmaschinen st

�

utzen mu� und da� sich der Nachweis der

in [FiR74] erzielten Komplexit

�

atsaussagen hier deshalb zur G

�

anze

�

uberschauen l

�

a�t, so-

wie, (2) da� daran wirklich konstruktiv nachvollzogen werden kann, wie f

�

ur jede hier in

Frage kommende Theorie T

((M))

und eine hier vorausgesetzte Funktion f : N

0

! N mit

f(n) := 2

n

oder f(n) := 2

2

n

wenigstens zu jeder EM

�

-TuringmaschineM

E

, die Thm

T

((M))

oder co�Thm

T

((M))

akzeptiert, tats

�

achlich e�ektiv immer Theoreme F 2 Thm

T

((M))

ge-

funden werden k

�

onnen, so, da� Min�RZ

M

E

(F) > f(c jFj) gilt.

Diese Konstruktivit

�

at bzw. E�ektivit

�

at der vorgestellten Beweise ist eine bemerkens-

werte Eigenschaft, die zur wissenschaftlichen Qualit

�

at und|zum Zeitpunkt der Ver

�

o�-

entlichung|Neuheit und auch Neuartigkeit der erzielten Aussagen in der Arbeit [FiR74]
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noch in wesentlichem Ausma� hinzukommt.

F

�

ur den im Abschnitt 7 zu erbringenden Nachweis einer doppelt-exponentiell-linearen

unteren Schranke bzgl. nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit auch f

�

ur die Theorie TAZ

bzw. f

�

ur Th(hZ; 0; 1;+i) ist folgende Variante von Satz 3.4.4 n

�

otig. Dies v.a. deshalb,

weil dabei eine andere Kodierungsfunktion f

�

ur Bin

�

arw

�

orter verwendet wird, n

�

amlich die

Funktion Bw

2

aus (3.42), f

�

ur die bez

�

uglich x 2 Z und y 2 N

0

die Aussage (Bw

2

(x))(y) = 1

genau dann gilt, falls x 6= 0 und p

y+1

(die (y+1)-t-kleinste Primzahl) x teilt. Diese Funktion

l

�

a�t sich nicht ganz genauso durch Formeln I

n

(x), : : : ,H

w

(x) beschreiben wie Bw

1

. Es

gilt aber:

Satz 3.4.6. Sei f(n) := 2

2

n

43

. T sei gleich TAZ oder Th(hZ; 0; 1;+i), T

((M))

eine infor-

matisch-sinnvolle Formelsyntax f

�

ur T , Bw

2

sei wie in (3.42); Z sei das Modell hZ; 0; 1;+i

von T .

Angenommen, es existieren f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln I

n

(x), J

n

(x), S

n

(x; y) und f

�

ur

alle w 2 BW0 Formeln H

w

(x) in T so, da� die beiden Bedingungen (i) und (ii) gelten,

wobei:

(i) F

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 mit jwj = n gilt:

`

T

I

n

(x)$

��

x 2 N

0

; x < (f(n))

2

��

;

`

T

J

n

(x)$ x = f(n) ;

F

�

ur alle a 2 Z ist die Formel

S

n

(i

a

; y)$

hh

y 2 N

0

; y < (f(n))

2

; (Bw

2

(a))(y) = 1

ii

in Z g

�

ultig ;

F

�

ur alle a 2 Z gilt:

H

w

(i

a

) ist g

�

ultig in Z ()

() (Bw

2

(a))(0) � : : : � (Bw

2

(a))(f(n) � 1) = w � 0

f(n)�n

:

(Wobei hierin i

a

immer als

"

Name\

44

in L(Z) f

�

ur das entsprechende

"

Individu-

um\

44

a 2 jZj = Z zu verstehen ist.)

(ii) Die Familien

�

I

n

(x)

	

n2N

0

,

�

J

n

(x)

	

n2N

0

und

�

S

n

(x; y)

	

n2N

0

gen

�

ugen den L

�

angen-

und Konstruierbarkeitsbedingungen (A),

�

H

w

(x)

	

w2BW0

den Bedingungen (B) aus

De�nition 3.3.5.

Dann gilt f

�

ur f(n) und T

((M))

unter den weiteren Voraussetzungen von Satz 3.4.1 (an

(an �, �

code

, Symb und h�i

�;Symb

) die Annahme von Satz 3.4.1.

43

Vgl. Fu�note 35 zu Satz 3.4.4.

44

Vgl. diese Begri�sbildung in [Shoe67].
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Beweis. Der Beweis dieses Satzes kann mit einer geringf

�

ugingen

�

Anderung (die den Ver-

zicht auf die hier nicht vorhandenen und nicht ben

�

otigten Formeln L

n

(x) betri�t) so gut

wie v

�

ollig analog zum Beweis von Satz 3.4.4 erfolgen.

Hierf

�

ur ist entscheidend, da� die

�

Ubertragung von an Bin

�

arw

�

orter der L

�

ange (f(n))

2

gerichteten Bedingungen zu

�

aquivalenten, an Kodierungen dieser Bin

�

arw

�

orter (via der

Funktion Bw

2

) in ganzen Zahlen mittels der hier vorausgesetzten Formeln gestellten For-

derungen sehr

�

ahnlich wie dort durchgef

�

uhrt werden kann.

Sei zur Darstellung einer dazu erforderlichen vereinfachten

�

Uberlegung hier n 2 N

0

nun beliebig, vorerst dabei jedoch fest.

Aus den in der Annahme von Satz 3.4.6 enthaltenen Eigenschaften der Formeln I

n

(x)

und S

n

(x; y) folgt zuerst eine (3.62) hier entsprechende Aussage, n

�

amlich die G

�

ultigkeit

von

I

n

(y) & :S

n

(i

a

; y)$

��

y 2 N

0

; y < (f(n))

2

; Bw

2

(a)(y) = 0

��

f

�

ur alle a 2 Z im Modell Z von TAZ. Daraus und aus der in der Annahme des Sat-

zes geforderten inhaltlichen Kodierungseigenschaft von S

n

(x; y) folgt weiters bez

�

uglich

den in (3.63) zu S

n

(x; y) de�nierten Formeln T

a;n

(x; y) (f

�

ur a 2 f0; 1g) f

�

ur alle ~m 2 N ,

i

1

; : : : ; i

~m

2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g und a

1

; : : : ; a

~m

2 f0; 1g, sowie f

�

ur alle a 2 Z

~m

&

j=1

T

a

j

;n

(i

a

; i

j

) ist g

�

ultig in Z ()

() Bw

2

(a)(i

j

) = a

j

(f

�

ur alle j 2 N ; j 2 f1; : : : ;mg) ;

eine zu (3.64) analoge Aussage; hieraus folgt nun weiters

`

T

9x

�

~m

&

j=1

T

a

j

;n

(x; i

j

)

�

()

()

�

9X 2 f0; 1g

(f(n))

2

�

�

X(i

j

) = a

j

(f.a. j 2 N , j 2 f1; : : : ; ~mg)

�

;

(3.77)

eine (3.65) hier entsprechende Aussage. (3.77) kann nun erneut als eine M

�

oglichkeit

aufgefa�t werden, die Aussage der Existenz eines Bin

�

arwortes X 2 f0; 1g

(f(n))

2

, das

den (einfachen) Bedingungen X(i

j

) = a

j

(1 � j � ~m) gen

�

ugt, durch die dazu

�

aquiva-

lente Aussage der Beweisbarkeit der Formel 9x

�

~m

&

j=1

T

a

j

;n

(x; i

j

)

�

in TAZ (bzw. deren

G

�

ultigkeit im Modell Z von TAZ) zu ersetzen (wobei wie oben ~m 2 N , i

1

; : : : ; i

~m

2

2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g und a

1

; : : : ; a

~m

2 f0; 1g).
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Nun kann auf prinzipiell wieder ganz

�

ahnliche, allerdings weit umfangreichere Weise die

Konstruktion der Formel F

M;w

f

�

urM 2 EM

�

und w 2 (�(M))

�

, jwj = n 2 N gerechtfertigt

werden, so, da� dabei die Beweisbarkeit von F

M;w

in TAZ entlang von (3.61)

�

aquivalent

zur Existenz von Bin

�

arw

�

ortern U

0

1

; : : : ; U

0

p

, V , W

0

1

; : : : ;W

0

q

2 f0; 1g

(f(n))

2

ist, die bzgl.

U;W wie in (3.60) und w, sowie f

�

ur alle i 2 f0; 1; : : : ; (f(n))

2

� 1g den Bedingungen (B1),

: : : ,(B9) von Lemma 3.4.5 gen

�

ugen.

F

M;w

kann dabei nun analog wie im Beweis von Satz 3.4.4 festgelegt werden, z.B. erneut

schrittweise, zuerst durch die De�nition von F

�

M;w

analog zu (3.66) nun als die Formel

F

�

M;w

::=

9x

1

: : : 9x

p

9y 9z

1

: : : 9z

q

8y

0

8z

0

�

I

n

(y

0

) & J

n

(z

0

)! E

�

(B1)

& E

�

(B2)

& : : : & E

�

(B9)

�

;

wobei als E

�

(B1)

; : : : ;E

�

(B9)

genau dieselben Formeln wie die im Beweis von Satz 3.4.4

de�nierten verwendet werden k

�

onnen (darin kommen die Formeln L

n

(x) n

�

amlich nicht

vor); und dann im (bez

�

uglich der L

�

angeneigenschaft dieser Formel:) Verfeinerungsschritt

der zu (3.73) analogen De�nition von F

M;w

als Formel

F

M;w

::=

9x

1

: : : 9x

p

9y 9z

1

: : : 9z

q

& 8y

0

8z

0

�

9x

�

x = y

0

& I

n

(x)

�

& 9x

�

x = z

0

& J

n

(x)

�

! E

(B1)

& E

(B2)

& : : :E

(B9)

�

; (3.78)

mit E

(B1)

; : : : ;E

(B9)

ebenfalls wie im Beweis von Satz 3.4.4. (Hierbei mu�ten also jeweils

nur die sich auf die Formeln L

n

(x) bzw. auf deren Instanzen beziehenden Teilformeln

weggelassen werden.)

Die

�

ubrigen Beweisteile k

�

onnen von fr

�

uher direkt

�

ubernommen werden, wenn man da-

von absieht, da� in einer nun f

�

ur F

M;w

analog zu (3.74) zu erzielenden L

�

angenabsch

�

atzung

der sich auf das Auftreten der Teilformel

8x

�

x = x

1

_ : : : _ x = x

p

_ x = y _ x = z

1

_ : : : _ x = z

q

! L

n

(x)

�

in (3.74) und (3.76) beziehende L

�

angenanteil in F

M;w

nun wegf

�

allt und die entlang von

(3.78) hier festgelegte Formel F

M;w

also jeweils sogar k

�

urzer ist und eine L

�

angenbedingung

(3.55) danach daf

�

ur sogar eher erf

�

ullt werden kann.
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3.5 Beweis von Satz 3.1.3 (Spezieller Beweisteil in [FiR74]

bei der Erzielung von RA 62 NTime(2

cn

) f

�

ur ein c 2 R ,

c > 0)

Sei T im folgenden die vollst

�

andige und entscheidbare Theorie 1. Ordnung (im Sinn von

[Shoe67]) RA = Th(hR ; 0; 1;+i) oder eine dazu

�

aquivalente axiomatisierte Theorie und L

deren Sprache (also jene Sprache einer Theorie 1. Ordnung, die als Konstantensymbole 0

und 1 und als 2-stelliges Funktionssymbol das Symbol + und sonst keine weiteren nicht-

logischen Symbole besitzt; = ist im Sinn von [Shoe67] ja immer Teil der Sprache und ein

logisches Symbol). T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) die als System formaler Sprachen

aufgefa�te Theorie T , wobei dieses hier z.B. mit dem Verweis auf G aus Grammatik 2.6.1

und deren Terminalalphabet � durch die Setzungen

�

T

((M))

:= � n

�

<;�;�;�

N

; U

IZN

;

1

;�; <

	

;

Fo

T

((M))

:= L(G) j �

T

((M))

;

Thm

T

((M))

:=

�

A 2 Fo

T

((M))

= `

T

A

(A)

	

;

(3.79)

pr

�

azis gemacht werden k

�

onnte

45

. (T

((M))

, wie hier pr

�

azisiert, ist f

�

ur beide Wahlm

�

oglich-

keiten von T wie oben dasselbe System, da diese beiden Theorien

�

aquivalent sind.)

Um nun die von Satz 3.1.3 f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T behauptete expo-

nentiell-lineare untere Schranke, d.h. allgemeiner sogar die Aussage

Thm

T

((M))

; co�Thm

T

((M))

=2 NTime(2

cn

) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0) ; (3.80)

zu zeigen (die in der

�

Uberschrift dieses Abschnittes unpr

�

azise zu RA =2 NTime(2

cn

) f

�

ur

ein c 2 R , c > 0 verk

�

urzt worden ist), kann nun so argumentiert werden: W

�

are f

�

ur

f(n) := 2

cn

und T , T

((M))

wie hier vorausgesetzt und Bw

1

wie in (3.41) die Annahme

von Satz 3.4.4 erf

�

ullt, so w

�

urde aus der Folgerung dieses Satzes die Erf

�

ulltheit der Annah-

me von Satz 3.4.1 unter seinen Voraussetzungen folgen. Nun k

�

onnte deshalb aber auch

Korollar 3.4.2 angewendet werden und es w

�

urde sich damit (3.80) als Folgerung ergeben.

Aus diesem Grund reduziert sich der an dieser Stelle noch n

�

otige Beweis auf den

Nachweis der Erf

�

ulltheit der Annahme von Satz 3.4.4 bez

�

uglich f(n) := 2

cn

und T , T

((M))

,

also den konstruktiven Nachweis f

�

ur die Existenz von Formeln I

n

(x), J

n

(x), L

n

(x), S

n

(x; y)

(f

�

ur alle n 2 N

0

) und Formeln H

w

(x) (f

�

ur alle w 2 BW0) von T mit den inhaltlichen

Eigenschaften

`

T

I

n

(x)$

��

x 2 N

0

; x < 2

2n

��

; (3.81)

45

Das Vorhandensein des Symbols $ in �

T

((M))

hier ist f

�

ur die erzielten Aussagen nicht unbedingt

erforderlich.
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`

T

J

n

(x)$ x = 2

n

46

; (3.82)

`

T

L

n

(x)$

hh

x 2 N

0

; x < 2

2

2n

ii

; (3.83)

`

T

S

n

(x; y)$

hh

x; y 2 N

0

; y < 2

2n

; x < 2

2

2n

; (Bw

1

(x))(y) = 1

ii

(3.84)

(jeweils f

�

ur alle n 2 N

0

), sowie

`

T

H

w

(x)$

hh

jwj = n 2 N ; x 2 N

0

; x < 2

2

2n

;

(Bw

1

(x))(0) � : : : � (Bw

1

(x))(2

n

� 1) = w � 0

2

n

�n

ii

(3.85)

(f

�

ur alle Bin

�

arw

�

orter w 2 BW0) und den L

�

angen- und Konstruierbarkeitseigenschaf-

ten (A) (f

�

ur

�

I

n

(x)

	

n2N

0

,

�

J

n

(x)

	

n2N

0

,

�

L

n

(x)

	

n2N

0

und

�

S

n

(x; y)

	

n2N

0

) und (B) (f

�

ur

�

H

w

(x)

	

w2BW0

) aus De�nition 3.3.5.

Diese Formeln werden nun in diesem Abschnitt nach und nach de�niert und deren oben

geforderte Eigenschaften nachgewiesen. Ein wesentlicher Schritt dabei ist die Konstruktion

von FormelnM

n

(x; y; z) in T , die es erlauben, die Multiplikation z = x �y zweier Zahlen x

und y, wobei x 2 N

0

und x < 2

2

n

, in T zu formalisieren und die weiters auch noch den hier

immer betrachteten L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen gen

�

ugen. Die Existenz

solcher Formeln wird im folgenden Satz behauptet und ihre Konstruktion im Beweis daf

�

ur

aufgef

�

uhrt.

Satz 3.5.1. Seien T und T

((M))

wie in diesem Abschnitt angenommen.

Es existieren f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln M

n

(x; y; z) von T so, da� einerseits

`

T

M

n

(x; y; z)$

��

x 2 N

0

; x < 2

2

n

; x � y = z

��

(3.86)

f

�

ur alle n 2 N

0

gilt und weiters bez

�

uglich der Familie

�

M

n

(x; y; z)

	

n2N

0

die (L

�

angen-

und Konstruierbarkeits-) Bedingungen (A) aus De�nition 3.3.5 erf

�

ullt sind. (Die Formeln

M

n

(x; y; z) erlauben jedenfalls die Beschreibung der Multiplikation auf N

0

von durch 2

2

n

beschr

�

ankten Zahlen mittels O(n)-l

�

angenbeschr

�

ankten und in (von der Eingabe (n)

10

ab-

h

�

angigem) POLY LIN -Aufwand herstellbaren Formeln).

[Dieser Satz entspricht Theorem 8, p. 14, in [FiR74].]

Beweis. Seien T , T

((M))

wie in diesem Abschnitt vorausgesetzt.

Die De�nition und Konstruktion der Formeln M

n

(x; y; z) erfolgt hier per Induktion

�

uber n 2 N

0

. F

�

ur n = 0 kann M

n

(x; y; z) als

M

0

(x; y; z) ::= x = 0 & z = 0 _ x = 1 & z = y (3.87)

46

Diese abk

�

urzende Schreibweise f

�

ur auf Zahlen aus N

0

verweisende Terme aus De�nition 2.1.1 wird hier

auch im folgenden|erneut|

�

ofter verwendet werden.
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gew

�

ahlt bzw. festgesetzt werden und erf

�

ullt damit jedenfalls die inhaltliche Forderung

(3.86).

Sei nun n 2 N

0

beliebig so, da� Formeln M

j

(x; y; z) f

�

ur alle j 2 N

0

, j � n schon

gew

�

ahlt wurden und mit n! j jeweils (3.86) erf

�

ullen.

Als Hilfsmittel zur De�nition von M

n+1

(x; y; z) unter Verwendung von M

n

(x; y; z)

dient nun v.a. die Aussage

�

uber nat

�

urliche Zahlen

(8k 2 N

0

) (8x 2 N

0

)

�

x < 2

2

k+1

()

�

9x

1

; x

2

; x

3

; x

4

2 N

0

; x

1

; x

2

; x

3

; x

4

< 2

2

k

�

�

x = x

1

� x

2

+ x

3

+ x

4

� �

;

(3.88)

von der man sich auf einfache Weise

�

uberzeugen kann, die weiters auf die im folgenden

verwendete Aussage

(8k 2 N

0

) (8x; y; z 2 N

0

)

�

x < 2

2

k+1

& z = x � y ()

�

9x

1

; x

2

; x

3

; x

4

2 N

0

; x

1

; x

2

; x

3

; x

4

< 2

2

k

�

�

x = x

1

� x

2

+ x

3

+ x

4

&

z = x

1

� (x

2

� y) + x

3

� y + x

4

� y

� �

(3.89)

f

�

uhrt. (3.89) kann nun zur De�nition von M

n+1

(x; y; z) mit Hilfe von M

n

(x; y; z) dienen.

Um f

�

ur n+ 1 der inhaltlichen Forderung (3.86) gerecht zu werden, k

�

onnte M

n+1

(x; y; z)

als

9x

1

9x

2

9x

3

9x

4

9x

5

9z

1

9z

2

9z

3

9z

4

�

M

n

(x

2

; y; z

2

) &M

n

(x

1

; z

2

; z

1

) &M

n

(x

3

; y; z

3

)

&M

n

(x

4

; y; z

4

) &M

n

(x

1

; x

2

; x

5

)

& x = x

5

+ x

3

+ x

4

& z = z

1

+ z

3

+ z

4

�

(3.90)

gew

�

ahlt werden (das ist ausf

�

uhrlich leicht nachzupr

�

ufen). Eine De�nition vonM

n+1

(x; y; z)

durch die Formel (3.90) ist jedoch deshalb nicht m

�

oglich, da in diesem Fall eine

L

�

angenabsch

�

atzung jM

n+1

(x; y; z)j � 5 � jM

n

(x; y; z)j folgen w

�

urde und damit h

�

ochstens

(~n 7!

�

�

M

~n

(x; y; z)

((M))

�

�

) 2 O(5

~n

) als L

�

angenabsch

�

atzung zu gewinnen w

�

are, im Gegensatz

zur gew

�

unschten Aussage

(~n 7!

�

�

M

~n

(x; y; z)

((M))

�

�

) 2 O(~n) (3.91)

Zur Erzielung dieser L

�

angenabsch

�

atzung ist sinnvollerweise nur eine Absch

�

atzung der Ge-

stalt

�

�

�

M

~n+1

(x; y; z)

((M))

�

�

�

� C +

�

�

�

M

~n

(x; y; z)

((M))

�

�

�

(~n 2 N

0

) (3.92)
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bez

�

uglich eines von ~n unabh

�

angigem C 2 R , C > 0 verwendbar. Eine solche Absch

�

atzung

kann jedoch dann erzielt werden, wenn (3.90) durch logische Umformungen so umgeschrie-

ben wird, da� darin nur mehr eine Instanz von M

n

(x; y; z) vorkommt, etwa der Aussage

`

~

T

F(x

1

; y

1

) & F(x

2

; y

2

) & F(x

3

; y

3

)

 ! 8x8y

�

x = x

1

& y = y

1

_ x = x

2

& y = y

2

_ x = x

3

& y = y

3

! F(x; y)

�

(3.93)

(f

�

ur alle Theorien

~

T und Formeln F(x; y) von

~

T ) folgend (die [FiR74] als einfaches Beispiel

einer viel allgemeineren

"

Verk

�

urzungsaussage\ von Formeln anf

�

uhren (vgl. hierzu jedoch

(3) im Beweis zu Satz 3.7.2, Abschnitt 7)); in diesem Fall agiert F(x; y) auf der rechten

Seite der

�

Aquivalenz $ in (3.93) als

"

Unterprogramm\, das dreimal

"

aufgerufen\ wird,

im Gegensatz zu einem dreimal zu verschiedenen

"

Eingaben\ auf der linken Seite

"

aus-

gef

�

uhrten\

"

Programmcode\ F (diese Analogie ist aus [HoUl79], p. 346,

�

ubernommen).

Zur Erzielung von (3.92) f

�

ur ~n ! n ist weiters n

�

otig, da� die De�nition von

M

n+1

(x; y; z) auch wirklich auf M

n

(x; y; z) zur

�

uckgreift und nicht auf eine (andere) In-

stanz von M

n

(x; y; z). Um das zu erreichen, sind logische Umformungen, wie etwa in der

Aussage

` A

x

[a]$ 9x (x = a & A )

(Corollary 3, Chapt. 3.5, [Shoe67]) ausgedr

�

uckt, n

�

otig. Solche Umformungen f

�

uhren aus-

gehend von (3.90) auf eine De�nition von M

n+1

(x; y; z) durch

M

n+1

(x; y; z) ::=

9x

1

9x

2

9x

3

9x

4

9x

5

9z

1

9z

2

9z

3

9z

4

�

x = x

5

+ x

3

+ x

4

& z = z

1

+ z

3

+ z

4

& 8x

0

8y

0

8z

0

�

x

0

= x

2

& y

0

= y & z

0

= z

2

_ x

0

= x

1

& y

0

= z

2

& z

0

= z

1

_ x

0

= x

3

& y

0

= y & z

0

= z

3

_ x

0

= x

4

& y

0

= y & z

0

= z

4

_ x

0

= x

1

& y

0

= x

2

& z

0

= x

5

! 9x9y 9z

�

x = x

0

& y = y

0

& z = z

0

&M

n

(x; y; z)

� �	

: (3.94)

Hieraus erhellt deutlich, da� nun mit ~n ! n (3.92) gilt und zwar im weiteren f

�

ur ein

bestimmtes (aus (3.94) leicht zu ermittelndes), von n unabh

�

angiges C 2 R , C > 0

47

f

�

ur

die hier direkt ablesbare Unabh

�

angigkeit der Konstante C von n ist auch entscheidend, da�

47

Abz

�

ahlung in dieser Formel ergibt (bzgl. pr

�

anexer Formelschreibweise) C := 166.
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bei der induktiven De�nition vonM

n

(x; y; z) dieselben 15 Variablen aus logischen Gr

�

unden

(da� der

"

Geltungs-\ oder

"

Einu�bereich\ einer gebundenen Variablen x in einer Formel

(Qx)A sich nicht auf eine Teilformel (Q

0

x)B von A erstreckt, in dieser Formel (Q

0

x)B

jedoch ein neuer solcher Bereich f

�

ur die Variable x entsteht bzw. m

�

oglich ist, der vom

�

au�eren unabh

�

angig ist (Q;Q

0

2 f9;8g)), immer wieder verwendet werden konnten. Dabei

kommen zu x; y; z 12 weitere Variablen hinzu, wie auch [FiR74] bemerken; es w

�

are aber

sogar m

�

oglich, mit 10 neuen Variablen auszukommen, denn die Verwendung x

0

und z

0

k

�

onnte durch deren Ersetzung durch x bzw. z umgangen werden.

Insgesamt ist dadurch (3.92) gezeigt, woraus (3.91) wegen der Unabh

�

angigkeit ei-

nes in Frage kommenden C 2 R , C > 0 von n unmittelbar durch Induktion folgt (da

M

n

(x; y; z)

((M))

der Formel M

n

(x; y; z) direkt entspricht; die Verwendung von Klamme-

rungsschreibweise anstatt pr

�

anexer Schreibweise erfolgt ja|wie in [Shoe67]|nur um die

Lesbarkeit der Formel zu erhalten, w

�

ahrend von den Formeln selbst immer angenommen

wird, da� es sich eigentlich um pr

�

anex geschriebene Ausdr

�

ucke handelt).

Die die Formeln aus der Familie

�

M

n

(x; y; z)

((M))

	

n2N

0

betre�ende Forderung der

POLY LIN -Konstruierbarkeit, d.h. die Eigenschaft (�) der daf

�

ur zu zeigenden Bedingung

(A) bez

�

uglich dieser Familie, ergibt sich direkt aus der induktiven Form der De�nition der

Formeln M

n

(x; y; z) hier vermittels (3.87) und (3.94) (und k

�

onnte auf verschiedene Weise

pr

�

aziser bewiesen werden; das unterbleibt hier jedoch).

Insgesamt sind damit Formeln M

n

(x; y; z) f

�

ur alle n 2 N

0

mit den im Lemma gefor-

derten Eigenschaften gefunden und de�niert worden.

Formeln J

n

(x) mit (3.82) und der Eigenschaft (A) k

�

onnen durch die induktive Setzung

J

0

(x) ::= x = 1 ;

J

n+1

(x) ::= 9x

0

�

9x (x = x

0

& J

n

(x) ) & x = x

0

+ x

0

�

(n 2 N

0

) ; (3.95)

gefunden und de�niert werden (diese induktive De�nition ist|verglichen mit der f

�

ur

M

n

(x; y; z) in (3.94) vorgenommenen|von besonders einfacher Gestalt, da hierbei kei-

ne

"

Verk

�

urzung\ vorgenommen, sondern nur sichergestellt werden mu�te, da� die gleichen

Variablen x

0

; x in jedem neuen De�nitionsschritt wieder verwendet werden k

�

onnen).

Unter Verwendung der Formeln M

n

(x; y; z) k

�

onnte I

n

(x) nun als

9x

1

9z

�

J

2n

(x

1

) &M

n

(x; 1; x) &M

n

(z; 1; z) & x+ z + 1 = x

1

�

(3.96)

(wegen 2

2n

� 2

2

n

(f

�

ur alle n 2 N

0

)) de�niert werden, um die Bedingungen (A) an I

n

(x) je-

doch besser einsehen zu lassen (d.h. durch Bildung von Instanzen der FormelnM

n

(x; y; z),

J

2n

(x) die L

�

angen dieser Formeln nicht durch dann vielleicht n

�

otige Umbenennung gebun-

dener Variablen darin zu ver

�

andern bzw. dadurch nicht mehr direkt auf Turingmaschinen
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f

�

ur deren Herstellung zugreifen zu k

�

onnen), ist folgende vorsichtigere, aber aufwendigere

Setzung sinnvoll:

I

n

(x) ::=

9x

1

9z

�

9x (x = x

1

& J

n

(x) ) & x+ z + 1 = x

1

& 8x

1

8y 8z

1

� �

x

1

= x & z

1

= x _ x

1

= z & z

1

= z

�

& y = 1

! 9x9z

�

x = x

1

& z = z

1

&M

n

(x; y; z)

� � 	

: (3.97)

(Aus Gr

�

unden der Bedingung (A), (�) allein w

�

are hier die Ersetzung des zweimaligen

Auftretens von M

n

(x; y; z) durch ein einziges Auftreten dieser Formel nicht erforderlich

gewesen, da es sich hier ja nicht um eine induktive De�nition von I

n

(x) unter R

�

uckgri� auf

Formeln I

~n

(x) f

�

ur ~n < n handelt, sondern um eine f

�

ur alle n 2 N

0

gleichartige Festsetzung

von I

n

(x) mit Hilfe von (unabh

�

angig hiervon de�nierten) FormelnM

n

(x; y; z) und J

n

(x).)

| Solche aufwendig anzuschreibenden exakten De�nitionen w

�

urden auch im folgenden

�

ofter ben

�

otigt werden, um die Bedingungen (A) oder (B) jeweils genau einsehbar oder

nachpr

�

ufbar zu machen; diese ins einzelne gehenden Festlegungen werden dann aber zu-

meist unterbleiben, da anhand der Beispiele hier deutlich geworden sein sollte, wie sie auf

leichtem und direktem Weg immer auf analoge Weise gefunden und �xiert werden k

�

onnen.

F

�

ur L

n

(x) kann nun

L

n

(x) ::= 9y 9z

�

y = 1 & z = x &M

2n

(x; y; z)

�

(3.98)

gesetzt werden.

Zur Konstruktion von S

n

(x; y) mit (3.84) sind neben den bisher de�nierten Formeln

noch solche n

�

otig, die in T die Exponentiation f

�

ur nat

�

urliche Zahlen < 2

2

n

ausdr

�

ucken,

und daneben noch den Bedingungen (A) gen

�

ugen; diese Formeln werden mit Pow

n

(x; y; z)

bezeichnet werden.

Satz 3.5.2. Seien T und T

((M))

wie in diesem Abschnitt angenommen.

Es existieren f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln Pow

n

(x; y; z) von T so, da� einerseits f

�

ur alle

n 2 N

0

`

T

Pow

n

(x; y; z) $

��

x; y; z 2 N

0

; x; y; z < 2

2

n

; z = y

x

��

(3.99)

gilt und weiters die bez

�

uglich diesen Formeln de�nierte Familie fPow

n

(x; y; z)

((M))

g

n2N

0

auch der (L

�

angen- und Konstruierbarkeits-) Eigenschaft (A) aus De�nition 3.3.5 gen

�

ugt.

(Die Formeln Pow

n

(x; y; z) erlauben die Beschreibung der Exponentiation von Zahlen

aus N

0

der Gr

�

o�e < 2

2

n

in T durch O(n)-l

�

angenbeschr

�

ankte und in POLY LIN -Aufwand

(bez

�

uglich Eingabe (n)

10

) mechanisch generierbaren Formeln).

[Dieser Satz entspricht Theorem 10, p. 16, in [FiR74].]
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Beweis. T , T

((M))

seien erneut wie in diesem Abschnitt vorausgesetzt.

Die De�nition der Formeln Pow

n

(x; y; z) erfolgt f

�

ur alle n 2 N

0

gesondert, jedoch

analog durch die Verwendung von Formeln E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) f

�

ur k 2 N

0

, k � n, die

inhaltlich die Eigenschaft

`

T

E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)$

hh

x; y; z 2 N

0

; x < 2

2

k

; y; z < 2

2

n

; z = y

x

ii

&M

n

(x

0

; y

0

; z

0

)

(3.100)

formalisieren; dabei soll die Festlegung dieser Formeln auch so erfolgen, da� die abschlie-

�ende Setzung

Pow

n

(x; y; z) ::=

9x

0

9y

0

9z

0

�

x

0

= 0 & y

0

= 0 & z

0

= 0 & E

n;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

�

(3.101)

(von der man leicht sieht, da� sie unter der Voraussetzung eines konstruktiven Nachweises

der Existenz von Formeln E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) mit (3.100) auf Pow

n

(x; y; z) mit den in-

haltlichen Eigenschaften (3.99) f

�

uhrt) auch die L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingung

(A) an Pow

n

(x; y; z) zu erreichen erm

�

oglicht.

Eine derartige De�nition der Formeln E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) f

�

ur alle n 2 N

0

kann

nun jeweils induktiv

�

uber k 2 N

0

, k � n unter Ben

�

utzung der Formeln M

n

(x; y; z) aus

Satz 3.5.1 erfolgen. Es wird dabei die in T durch die Formeln M

n

(x; y; z) beschriebene,

auf nat

�

urliche Zahlen < 2

2

n

beschr

�

ankte Multiplikation zur induktiven De�nition von

Formeln, die immer gr

�

o�ere Teile der Exponentiation auf diesen Zahlen (und schlie�lich

in Pow

n

(x; y; z) die Exponentation f

�

ur nat

�

urliche Zahlen < 2

2

n

allgemein) formalisieren,

verwendet.

F

�

ur n 2 N

0

und k = 0 kann nun E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) von der Gestalt

�

x = 0 & z = 1 _ x = 1 & z = y

�

&M

n

(y; 1; y) &M

n

(x

0

; y

0

; z

0

) (3.102)

gew

�

ahlt werden (hierin sollten M

n

(z; 1; z) und M

n

(x

0

; y

0

; z

0

) noch durch direkt auf

M

n

(x; y; z) Bezug nehmende

�

aquivalente Formeln ersetzt werden; wie fr

�

uher ist das aber

leicht zu erreichen).

Seien nun n 2 N

0

und k 2 N

0

, k < n beliebig, im folgenden fest.

Der Induktionsschritt k ! k + 1 in der Festlegung von E

k+1;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) mit

Hilfe von zuvor de�nierten Formeln E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) macht nun von der fr

�

uher ver-

wendeten Aussage (3.88) Gebrauch und zwar dadurch, da� f

�

ur x 2 N

0

mit x < 2

2

k+1

danach x

1

; x

2

; x

3

; x

4

2 N

0

, x = x

1

� x

2

+ x

3

+ x

4

existieren, so, da� sich die Zahl y

x

durch

y

x

= y

x

1

�x

2

+x

3

+x

4

= (y

x

1

)

x

2

� y

x

3

� y

x

4
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darstellen l

�

a�t. Diese

�

Uberlegung f

�

uhrt zusammen mit der Induktionsannahme

�

uber

E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

), (3.100) zu erf

�

ullen, auf eine vorl

�

au�ge Setzung f

�

ur die Formel

E

k+1;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) von der folgenden Gestalt:

9x

1

: : : 9x

5

9z

1

: : : 9z

5

�

E

k;n

(x

1

; y; z

1

; 0; 0; 0) & E

k;n

(x

2

; z

1

; z

2

; 0; 0; 0)

& E

k;n

(x

3

; y; z

3

; 0; 0; 0) & E

k;n

(x

4

; y; z

4

; 0; 0; 0)

& E

k;n

(0; 1; 1; x

1

; x

2

; x

5

) & x = x

5

+ x

3

+ x

4

& E

k;n

(0; 1; 1; z

3

; z

4

; z

5

) & E

k;n

(0; 1; 1; z

2

; z

5

; z)

& E

k;n

(0; 1; 1; z; 1; z) & E

k;n

(0; 1; 1; x

0

; y

0

; z

0

)

�

: (3.103)

Um eine im folgenden n

�

otige L

�

angenabsch

�

atzung

�

�

E

k+1;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

�

�

� C +

�

�

E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

�

�

(f

�

ur alle n 2 N

0

)

(3.104)

zu erzielen, wobei C von k unabh

�

angig sein soll (von n jedoch abh

�

angen d

�

urfte, wenn-

gleich das nicht der Fall sein wird), ist eine logische Umformung von (3.103)|analog wie

die die De�nition von M

n

(x; y; z) betre�ende zwischen (3.89) und (3.94)|n

�

otig, so, da�

darin E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) nur mehr einmal und weiters auch nur in genau dieser Gestalt

auftritt. Eine solche f

�

uhrt etwa zur ausf

�

uhrlichen Festsetzung:

E

k+1;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) ::=

9x

1

: : : 9x

5

9z

1

: : : 9z

5

�

x = x

5

+ x

3

+ x

4

& 8x

11

8y

11

8z

11

8x

10

8y

10

8z

10

�

x

11

= x

1

& y

11

= y & z

11

= z

1

& x

10

= 0 & y

10

= 0 & z

10

= 0

_ x

11

= x

2

& y

11

= z

1

& z

11

= z

2

& x

10

= 0 & y

10

= 0 & z

10

= 0

.

.

.

_ x

11

= 0 & y

11

= 1 & z

11

= 1 & x

10

= x

0

& y

10

= y

0

& z

10

= z

0

! 9x9y 9z 9x

0

9y

0

9z

0

�

x = x

11

& y = y

11

& z = z

11

& x

0

= x

10

& y

0

= y

10

& z

0

= z

10

& E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

� � 	

: (3.105)

(Hierbei beziehen sich die vertikalen Punkte im Teil der Disjunktionen innerhalb der ecki-

gen Klammern [ : : : ] in (3.105) auf Erfassungen der

�

ubrigen 6 Instanzen der Formel

E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) in (3.103)

48

hierin durch Fixierungen der Variablen x

11

, y

11

, z

11

,

48

(n

�

amlich

�

ubrigen 6 Instanzen E

k;n

(x

3

; y; z

3

; 0; 0; 0), E

k;n

(x

4

; y; z

4

; 0; 0; 0), E

k;n

(0; 1; 1; x

1

; x

2

; x

5

),

E

k;n

(0; 1; 1; z

3

; z

4

; z

5

), E

k;n

(0; 1; 1; z

2

; z

5

; z) und E

k;n

(0; 1; 1; z; 1; z))
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x

10

, y

10

und z

10

.) Hieraus ist leicht abzulesen, da� damit (3.104) gilt (erneut gestattet

es diese induktive Setzung, da� f

�

ur alle k 2 N

0

dieselben 16 zus

�

atzlichen neuen Varia-

blen immer wieder verwendet werden k

�

onnen). Aus (3.104) ergibt sich nun zusammen

mit (3.102) und der Eigenschaft von M

n

(x; y; z)

((M))

, O(n)-l

�

angenbeschr

�

ankt zu sein, auf

einfache Weise durch Induktion

�

n 7!

�

�

E

n;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

�

�

�

2 O(n) : (3.106)

(Der

�

Ubergang von einer Formel in T zu einer Formel in T

((M))

�ndet hier eigentlich nicht

statt, da diese Formeln schon mit dezimaler Variablenindizierung, jedoch in Klammerungs-

und nicht in pr

�

anexer Schreibweise angegeben wurden, vgl. Bemerkung

�

uber die hier ver-

wendete Unsch

�

arfe im Gebrauch des Formalismus f

�

ur Theorien 1. Ordnung aus [Shoe67]

am Ende von Abschnitt 3). Entlang der induktiven Setzungen von E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

f

�

ur k 2 N

0

, k � n (zu vorgegebenem n 2 N

0

) entlang von (3.102) und (3.105) l

�

a�t

sich auch ziemlich deutlich die POLY LIN -Generierbarkeit von E

n;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

f

�

ur Eingabe (n)

10

einsehen bzw. diese lie�e sich damit ausf

�

uhrlich beweisen. Wesentlich

daf

�

ur ist nat

�

urlich die entsprechende, im Beweis zu Satz 3.5.1 begr

�

undete Eigenschaft

von M

n

(x; y; z)

((M))

, da M

n

(x; y; z)

((M))

ja in den Induktionsanfang f

�

ur k = 0 eingeht.

F

�

ur den in in (3.105) ausgedr

�

uckten Induktionsschritt k ! k + 1 in der Festlegung von

E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) (zu vorgegebenem n 2 N

0

) wird die Formel M

n

(x; y; z) als explizite

Teilformel jedoch nicht mehr ben

�

otigt, obwohl sie dabei inhaltlich eine gro�e Rolle in der

Form von Instanzen von E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

), auf die dabei verwiesen wird, spielt, wobei

solche Verweise wegen der Induktionsannahme in diesem Induktionsschritt m

�

oglich sind

(d.h. letztlich deshalb, weil dannM

n

(x; y; z) als direkte Teilformel in E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

schon enthalten ist.)

Insgesamt ergibt sich damit zusammen mit (3.106) und wegen der schon anfangs an-

gek

�

undigten Setzungen (3.101) f

�

ur

�

Pow

n

(x; y; z)

((M))

g

n2N

0

auch die G

�

ultigkeit der Be-

dingung (A). Damit sind f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln Pow

n

(x; y; z) mit den im Satz behaup-

teten Eigenschaften gefunden bzw. konstruiert worden.

Nun k

�

onnen Formeln S

n

(x; y) in T , die f

�

ur alle n 2 N

0

(3.84) erf

�

ullen und bzgl. derer

die Familie

�

S

n

(x; y)

((M))

	

n2N

0

den Bedingungen (A) gen

�

ugt, unter Zuhilfenahme der

bereits de�nierten Formeln und der folgenden, leicht nachzupr

�

ufenden Aussage gefunden
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werden:

(8x; y 2 N

0

)

�

(Bw

1

(x))(y) = 1 () ((x)

2

)

R

(y) = 1 ()

() (9z 2 N )

�

2

y

� z < 2

y+1

& z � x & 2

y+1

j x� z

�

() (9z 2 N

0

) (9w 2 N

0

)

�

2

y

� z < 2

y+1

& x = z + w � 2

y+1

� �

: (3.107)

Satz 3.5.3. T , T

((M))

wie in diesem Abschnitt angenommen.

Es existieren f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln S

n

(x; y) in T , die der inhaltlichen Forderung

(3.84) gen

�

ugen, und bzgl. denen die Familie

�

S

n

(x; y)

((M))

	

n2N

0

den L

�

angen- und Kon-

struierbarkeitsbedingungen (A) aus De�nition 3.3.5 gen

�

ugt.

[Dieser Satz entspricht Theorem 11, p.17, in [FiR74].]

Beweisskizze. S

n

(x; y) k

�

onnen f

�

ur alle n 2 N

0

durch Formalisierung von (3.107) mit Hilfe

von I

n

(x), L

n

(x), Pow

2n

(x; y; z) und M

2n

(x; y; z) von der Gestalt

L

n

(x) & I

n

(y)

& 9z 9w 9y

0

9y

1

9z

1

9z

2

9w

1

�

Pow

2n

(y; 2; y

0

) & y

1

= y

0

+ y

0

&M

2n

(z; 1; z)

& y

0

+ z

1

= z & z + z

2

+ 1 = y

1

&M

2n

(w; y

1

; w

1

) & x = z + w

1

�

(3.108)

gew

�

ahlt werden. Das Auftreten der InstanzM

2n

(z; 1; z) vonM

2n

(x; y; z) hierin ist eigent-

lich nicht notwendig, denn die Forderung an z, eine Zahl aus N

0

zu sein, ergibt sich aus den

anderen Teilen der Formel, ebenso wie das auf einfacher zu erkennende Weise auch f

�

ur die

�

ubrigen Variablen gilt; aus Gr

�

unden der einfacheren Nachvollziehbarkeit der inhaltlichen

Eigenschaften von (3.108) ist dieses Auftreten von M

2n

(z; 1; z) darin aber hier dennoch

beibehalten worden). Wie fr

�

uher sollte (3.108) logisch

�

aquivalent zu einer Formel umge-

formt werden, die gerade I

n

(x), Pow

2n

(x; y; z) und M

2n

(x; y; z) als Teilformeln besitzt,

und die dann als exakte Setzung f

�

ur S

n

(x; y) verwendet werden kann, um die Forderungen

des Satzes (direkter) einsehen bzw. nachpr

�

ufen zu k

�

onnen. }

Es sind nun noch Formeln H

w

(x) mit (3.85) und den Eigenschaften (A) bez

�

uglich

�

H

w

(x)

((M))

	

w2BW0

zu konstruieren, also Formeln, die an x die Forderung stellen, da�

x 2 N

0

ist und da� die ersten 2

n

Buchstaben des x durchBw

1

(x) zugeordneten Bin

�

arwortes

auch dieselben Buchstaben des Wortes w � 0

2

n

�n

(n = jwj) sind.
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Satz 3.5.4. T , T

((M))

wie in diesem Kapitel vorausgesetzt.

F

�

ur alle w 2 BW0 existieren Formeln H

w

(x) in T mit der inhaltlichen Eigenschaft

(3.85) und bzgl. denen die Familie

�

H

w

(x)

((M))

	

w2BW0

den Eigenschaften (B) aus De�-

nition 3.3.5 gen

�

ugt.

[Dieser Satz entspricht Theorem 12, p. 18, in [FiR74].]

Beweis. Die Konstruktion der Formeln H

w

(x) in [FiR74] benutzt Formeln K

w

(x) in T

mit der inhaltlichen Eigenschaft

`

T

K

w

(x)$

hh

jwj = n 2 N ; x 2 N

0

; x < 2

2

2n

;

(Bw

1

(x))(0) � : : : � (Bw

1

(x))(jwj � 1) = w

ii

;

bzw.|was dieselbe Forderung ist|

`

T

K

w

(x)$ x =

P

jwj�1

i=0

w(i) � 2

i

;

und der Bedingung an

�

K

w

(x)

((M))

	

w2BW0

, (B) zu erf

�

ullen.

F

�

ur beliebige w 2 BW0 k

�

onnen die Formeln K

w

(x) mit diesen Eigenschaften entlang

der rekursiven De�nitionen

K

0

(x) ::= x = 0 ;

K

1

(x) ::= x = 1 ;

f

�

ur jwj = 1, sowie f

�

ur jwj > 1, w = Su (S 2 f0; 1g, u 2 BW0) als

K

0u

(x) ::= 9x

0

�

9x (x = x

0

& K

u

(x) ) & x = x

0

+ x

0

�

;

K

1u

(x) ::= 9x

0

�

9x (x = x

0

& K

u

(x) ) & x = x

0

+ x

0

+ 1

�

;

de�niert werden. (Diese Setzungen f

�

ur K

w

(x) bez

�

uglich jwj > 1 unterscheiden sich (ge-

ringf

�

ugig) von der in [FiR74] daf

�

ur auf p. 18 explizit gemachten Gestalt dieser Formeln,

sind jedoch [m.E., C.G.] so hier richtig und sollten dort auch so stehen). Es d

�

urfte klar

sein, da� sich entlang den obigen Rekursionsformeln eine Turingmaschine konstruieren

l

�

a�t, die f

�

ur jede Eingabe w 2 BW0 in polynomialer deterministischer Rechenzeit und

linear beschr

�

anktem Speicherplatzaufwand K

w

(x) bzw. K

w

(x)

((M))

konstruiert.

Ausgehend von diesen Formeln K

w

(x) k

�

onnen nun unter zus

�

atzlicher Verwendung der

Formeln I

n

(x), J

n

(x) und S

n

(x; y) die Formeln H

w

(x) entlang von

L

n

(x) & 9x

0

9z

�

K

w

(x

0

) & J

n

(z)

& 8y

�

I

n

(y) & 9z

0

( y + z

0

+ 1 = z )

!

�

S

n

(x; y)$ S

n

(x

0

; y)

� � 	

(3.109)
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(: � die ersten 2

n

Buchstaben eines durch von Bw

1

(x) beschriebenen Wortes entsprechen

den ersten 2

n

Buchstaben von Bw

1

(x

0

) mit x

0

so, da� K

w

(x

0

) gilt) festgelegt werden. Eine

exakte Setzung f

�

ur H

w

(x) entlang von (3.109) sollte|fr

�

uheren Beispielen folgend|leicht

pr

�

azisierbar sein und ebenso sollten danach weitergehende Nachweise der Eigenschaft von

�

H

w

(x)

((M))

	

w2BW0

, die Bedingungen (B) zu erf

�

ullen, einfach zu f

�

uhren sein.

Es sind hiermit also nun insgesamt f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 Formeln I

n

(x),

J

n

(x), L

n

(x), S

n

(x; y) und H

w

(x) konstruiert worden, die (3.81){(3.85) sowie den jeweils

zugeh

�

origen L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen (A) bzw. (B) aus De�nition 3.3.5

gen

�

ugen. Damit ist f

�

ur T , T

((M))

wie angenommen und f(n) := 2

n

die Annahme von

Satz 3.4.4 erf

�

ullt. Nach der zu Beginn dieses Abschnittes dargestellten Argumentation

folgt dann (mit bzw. aus S

�

atzen des Abschnitts 3.4) die Behauptung von Satz 3.1.3 bzw.

ist dieser Satz dadurch bewiesen.
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3.6 Beweis von Satz 3.1.1 (Spezieller Beweisteil in [FiR74]

bei der Erzielung von Th(hN

0

; 0; 1;+i) 62 NTime(2

2

cn

) f

�

ur

ein c 2 R , c > 0)

Sei T in diesem Abschnitt entweder die per de�nitionem vollst

�

andige, semantisch de�nierte

Theorie Th(hN

0

; 0; 1;+i) oder die dazu

�

aquivalente, axiomatisierte Theorie PreAN

1

aus

Abschnitt 2.3 (De�nition 2.3.2) (die sich auf de�nitorischemWeg durch die Einf

�

uhrung von

< zur

"

Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen\ PreAN aus Abschnitt 2.3 erweitern

l

�

a�t) und L deren Sprache (wie in Abschnitt 5 also eine Sprache einer Theorie 1. Ordnung

mit den Konstantensymbolen 0 und 1 sowie weiters noch dem zweistelligen Funktionssym-

bol + als deren nichtlogische Symbole). T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) sei die als

System formaler Sprachen mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax aufgefa�te Theorie

T

49

, wobei diese hier mit dem Verweis auf Grammatik 2.6.1 und deren Terminalalphabet

� durch die Setzungen (3.79) aus Abschnitt 5 (jedoch bez

�

uglich T wie hier vorausgesetzt)

pr

�

azisieren lie�e (v

�

ollig analog wie dort f

�

ur RA geschehen)

50

.

Der hier darzulegende Komplexit

�

atsbeweis bezieht sich also zuerst auf Theorien der

Presburger Arithmetik nat

�

urlicher Zahlen, die kein Ordnungssymbol in ihrer Sprache ent-

halten; dies v.a. deshalb, weil dabei das (jedenfalls theoretisch:) allgemeinere Komple-

xit

�

atsresultat erzielt wird (damit ist gemeint, da� die Entscheidungskomplexit

�

at einer

de�nitorischen Erweiterung

~

T

0

einer Theorie

~

T immer mindestens ebenso hoch ist wie die

der Theorie

~

T selber

51

). Der Beweis hier k

�

onnte aber ebenso f

�

ur T = PreAN durchgef

�

uhrt

werden und w

�

urde darin sogar einfacher sein, wie sich auch daran zeigt (d.h. sehen lassen

wird), da� bei der vorl

�

au�gen Festlegung von zu konstruierenden Formeln hier dennoch

�

ofter Ordnungssymbole verwendet werden (weil die Lesbarkeit und Verst

�

andlichkeit die-

ser Formeln damit eher gew

�

ahrleistet wird), die erst bei einer pr

�

azisen Festlegung dieser

Formeln (auf die oft aus Analogiegr

�

unde verzichtet wird) eliminiert werden m

�

u�ten. Et-

wa durch die Konstruktion von Translationsformeln und die Verwendung de�nitorischer

Axiome wie etwa die Axiome

x � y $ 9z (x+ z = y ) ;

x < y $ 9z (x+ z + 1 = y )

zur de�nitorischen Einf

�

uhrung von � bzw. < in T .

In einer dar

�

uber etwas hinausgehenden Weise k

�

onnte der hier dargelegte Beweis(-teil)

auch f

�

ur PreAZ, die Theorie der Presburger Arithmetik ganzer Zahlen aus Abschnitt 2.2,

49

Da Th(hN

0

; 0; 1;+i) und PreAN

1

�

aquivalente Theorien sind, ist das hier nun betrachtete und de�nierte

Sprachsystem T

((M))

in beiden F

�

allen das selbe.

50

Das Vorhandensein des Symbols$ in �

T

((M))

hier ist f

�

ur die erzielten Aussagen (wie in Abschnitt 3.5)

ebenfalls nicht unbedingt erforderlich.

51

Diese Aussage gilt nat

�

urlich auch f

�

ur allgemeine konservative Erweiterungen

~

T

0

einer Theorie

~

T :



3.6. BEWEIS VON SATZ 3.1.1 235

ganz analog gef

�

uhrt werden. Dabei m

�

u�ten nur die hier zu konstruierenden Formeln

bez

�

uglich der Formel 0 = x & 0 < x

"

relativiert\ werden, d.h. im Sinn von De�niti-

on 2.4.1 jeweils von Formeln A zu Formeln A

R

�

ubergegangen werden. Es ist leicht, sich

davon zu

�

uberzeugen, da� dadurch die L

�

angen- und Konstruierbarkeitseigenschaften von

zu konstruierenden Formeln qualitativ (und d.h.: bez

�

uglich der Festsetzung dieser Eigen-

schaften in De�nition 3.3.5, auf die in diesem Zusammenhang hier immer verwiesen wird)

erhalten bleiben. { Eine solche Beweisverallgemeinerung f

�

ur PreAZ ist jedoch gerade auch

im Lichte von Satz 2.6.4 und Lemma 2.6.3 eigentlich unn

�

otig.

Eine entsprechende

�

Ubertragung des Beweises hier ist jedoch f

�

ur die Theorie TAZ

aus Abschnitt 2.1 (gerade wegen des substantiellen Fehlens eines Ordnungssymbols darin,

d.h. der Nicht-De�nierbarkeit eines Ordnungssymbols in dessen gebr

�

auchlicher Bedeutung

in TAZ) nicht m

�

oglich, jedenfalls nicht direkt (vgl. jedoch Abschnitt 7; dort wird eine

analog-hohe untere Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von TAZ auf|etwas|

andere Weise erzielt).

Im folgenden sei hier au�erdem noch das Standardmodell f

�

ur T mit N := hN

0

; 0; 1;+i

bezeichnet bzw. festgelegt.

Durch eine v

�

ollig analoge Argumentation mittels S

�

atzen aus dem Abschnitt 4 wie

zu Beginn des Abschnitts 5 l

�

a�t sich nun ein Beweis f

�

ur Satz 3.1.1, also f

�

ur die Existenz

einer doppelt-exponentiell-linearen Schranke f

�

ur die Entscheidungskomplexit

�

at von T , und

weiters sogar von

Thm

T

((M))

; co�Thm

T

((M))

=2 NTime(2

2

cn

) (f

�

ur ein c 2 R , c > 0) (3.110)

zum Nachweis der Erf

�

ulltheit der Annahme von Satz 3.4.1, bez

�

uglich f(n) := 2

2

n

und T ,

T

((M))

wie angenommen, reduzieren. Also zum Nachweis der Existenz von Formeln I

�

n

(x),

J

�

n

(x), L

�

n

(x), S

�

n

(x; y) f

�

ur alle n 2 N

0

mit (ebenfalls f

�

ur alle n 2 N

0

:)

`

T

I

�

n

(x)$

hh

x 2 N

0

; x < 2

2

n+1

ii

; (3.111)

`

T

J

�

n

(x)$ x = 2

2

n

52

; (3.112)

`

T

L

�

n

(x)$

hh

x 2 N

0

; x < 2

2

2

n+1

ii

; (3.113)

`

T

S

�

n

(x; y)$

hh

x; y 2 N

0

; y < 2

2

n+1

; x < 2

2

2

n+1

; (Bw

1

(x))(y) = 1

ii

; (3.114)

und Formeln H

�

w

(x) in T f

�

ur alle w 2 BW0 und jwj = n mit

`

T

H

�

w

(x)$

hh

x 2 N

0

; x < 2

2

2

n+1

;

(Bw

1

(x))(0) � : : : � (Bw

1

(x))(2

2

n

�1) = w � 0

2

2

n

�n

ii

(3.115)

52

F

�

ur die genaue De�nition dieser sich auf Zahlen aus N

0

beziehenden Schreibweise f

�

ur Terme in T sei

hier wieder (wie auch im folgenden immer) auf De�nition 2.1.1 verwiesen.
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bez

�

uglich denen die Familien

�

I

�

n

(x)

	

n2N

0

,

�

J

�

n

(x)

	

n2N

0

,

�

L

�

n

(x)

	

n2N

0

,

�

S

�

n

(x; y)

	

n2N

0

die

(L

�

angen- und Konstruierbarkeits) Bedingungen (A) und

�

H

�

w

(x)

	

w2BW0

die Bedingungen

(B) aus De�nition 3.3.5 erf

�

ullen.

Hierbei sind diese Formeln (gegen

�

uber ihrem Auftreten in Satz 3.4.4) durch

�

indi-

ziert worden, da bei der hier folgend nach und nach durchgef

�

uhrten Konstruktion dieser

Formeln auf die Formeln I

n

(x), J

n

(x), K

w

(x), M

n

(x; y; z) und Pow

n

(x; y; z) aus Ab-

schnitt 5 zur

�

uckgegriffen wird. Dies ist deshalb m

�

oglich, weil (wie sich leicht

�

uberpr

�

ufen

l

�

a�t) Satz 3.5.1 und Satz 3.5.2 auch f

�

ur T , T

((M))

wie hier vorausgesetzt g

�

ultig sind; diese

Tatsache bezieht sich auch auf die

�

ubrigen S

�

atze aus Abschnitt 5, von denen hier aber

nur noch die Formeln K

w

(x) (f

�

ur w 2 BW0) aus dem Beweis von Satz 3.5.4 bei der

Konstruktion von H

�

w

(x) ins Spiel kommen.

Nun k

�

onnen hier f

�

ur alle n 2 N

0

die Formeln I

�

n

(x) und J

�

n

(x) direkt durch die Ver-

wendung von FormelnM

~n

(x; y; z), J

~n

(x) und Pow

~n

(x; y; z) (f

�

ur geeignete ~n 2 N

0

) ausge-

dr

�

uckt werden, und zwar kann gesetzt werden:

I

�

n

(x) ::= 9y 9z

�

y = 1 & z = x &M

n+1

(x; y; z)

�

; (3.116)

J

�

n

(x) kann von der Gestalt

9x

0

�

J

n

(x

0

) & Pow

n+1

(x

0

; 2; x)

�

(3.117)

gew

�

ahlt werden (jeweils f

�

ur alle n 2 N

0

); (3.117) sollte|wie im Abschnitt 5

�

ofter durch-

gef

�

uhrt und hier in (3.116) f

�

ur I

�

n

(x) schon analog erreicht|noch logisch so umgeformt

werden, da� darin J

n

(x) und Pow

n+1

(x; y; z) als Teilformeln auftreten, jedoch keine (an-

deren) Instanzen dieser Formeln. Die inhaltlichen Eigenschaften von I

�

n

(x) und J

�

n

(x) sowie

die Erf

�

ulltheit von (A) f

�

ur die zugeh

�

origen Familien sind nun leicht auf die aus Abschnitt 5

bekannten Eigenschaften der FormelnM

n+1

(x; y; z), J

n

(x) und Pow

n+1

(x; y; z) (bzw. der

zugeh

�

origen Familien) zur

�

uckzuf

�

uhren.

Bei der noch ausstehenden Festlegung von L

�

n

(x), S

�

n

(x; y) undH

�

w

(x)

�

ubernehmen nun

weitgehend neue Formeln Prod

n

(x; y; z) von T die vergleichbare Rolle vonM

n

(x; y; z) bei

der De�nition der Formeln I

n

(x), : : : ,H

w

(x) in Abschnitt 5. Diese Formeln Prod

n

(x; y; z)

von T gestatten es dabei, die Multiplikation nat

�

urlicher Zahlen < 2

2

2

n+1

in T zu for-

malisieren, und zwar erneut als O(n)-l

�

angenbeschr

�

ankte und POLY LIN -konstruierbare

Formeln.
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Lemma 3.6.1. T und T

((M))

seien wie in diesem Abschnitt vorausgesetzt.

Es existiert eine Funktion g : N

0

! N

0

so, da� f

�

ur alle n 2 N

0

g(n) � 2

2

2

n+1

(3.118)

gilt und weiters damit f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln Prod

n

(x; y; z) von T existieren, die einer-

seits die Eigenschaft

`

T

Prod

n

(x; y; z)$

��

x; y; z;2 N

0

; x; y; z < g(n); x � y = z

��

(3.119)

(f

�

ur alle n 2 N

0

) erf

�

ullen und bez

�

uglich denen f

�

ur die Familie

�

Prod

n

(x; y; z)

((M))

	

n2N

0

die (L

�

angen- und Konstruierbarkeits-) Bedingungen (A) aus De�nition 3.3.5 g

�

ultig sind.

(Die Formeln Prod

n

(x; y; z) erlauben die Beschreibung der Multiplikation auf N

0

in T bis

Zahlen der Gr

�

o�e g(n) durch O(n)-l

�

angenbeschr

�

ankte und in (bzgl. der Eingabe (n)

10

zu

verstehendem) POLY LIN -Aufwand herstellbaren Formeln von T ).

[Dieser Satz entspricht Theorem 12, p.20, in [FiR74].]

Beweis. (1) Die Funktion

g(n) :=

Y

p2P ;

p<2

2

n+2

p (3.120)

erf

�

ullt (3.118) (und kann daher im weiteren als Ausgangspunkt f

�

ur die sp

�

atere Kon-

struktion von Formeln Prod

n

(x; y; z) mit wie im Lemma in Beziehung zu g behaup-

teten Eigenschaften dienen):

Zum Nachweis dieser Behauptung kann eine schw

�

achere Version des Primzahlsatzes

lim

x!1

�(x)

lnx

x

= 1 (bzw. �(x) �

x

lnx

) (wobei �(x) := Anzahl der Primzahlen � x

(f

�

ur x 2 R)) verwendet werden, und zwar ein Satz von Tschebysche�, wonach es

konstante positive Zahlen a; b 2 R

+

gibt, soda�

a �

x

lnx

< �(x) < b �

x

lnx

(x 2 R

+

; x � 2) (3.121)

gilt. Nach [NZ76], Band II, S. 242, (und einem dort dargestellten Beweis daf

�

ur)

k

�

onnen a und b jedenfalls als

a :=

ln 2

4

und b := 32 � ln 2 (3.122)

gew

�

ahlt werden; nach [NZ76] handelt es sich dabei aber nicht um besonders gute

oder gar um nahezu-bestm

�

ogliche Werte f

�

ur a und b in Beziehung zur G

�

ultigkeit von
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(3.121) (im Vergleich mit dem Supremum aller f

�

ur a in (3.121) m

�

oglichen bzw. dem

In�mum aller f

�

ur b bzgl. (3.121) zul

�

assigen reellen Zahlen).

Wegen (3.121) und (3.122) kann nun die Anzahl der Primzahlen bis h

�

ochstens 2

2

n+2

durch

�(2

2

n+2

) >

ln 2

4

�

2

2

n+2

2

n+2

� ln 2

= 2

2

n+2

�n�4

(n 2 N

0

) (3.123)

abgesch

�

atzt werden. Durch Induktion l

�

a�t sich nun leicht

2

2

n+2

�n�4

> 2

2

n+1

(f

�

ur n 2 N ; n � 2)

nachpr

�

ufen, woraus mit (3.123)

�(2

2

n+2

) > 2

2

n+1

(f

�

ur n 2 N ; n � 2) (3.124)

folgt. Da (3.124) auch f

�

ur n = 0 und n = 1 gilt (wie sich einfach nachpr

�

ufen l

�

a�t),

gilt damit sogar

�(2

2

n+2

) > 2

2

n+1

(f

�

ur alle n 2 N

0

) : (3.125)

F

�

ur g wie in (3.120) ergibt sich nun danach insgesamt

g(n) =

Y

p2P ;

p<2

2

n+2

p > 2

�(2

2

n+2

)

>

(3.125)

2

2

2

n+1

(n 2 N

0

) ; (3.126)

also die f

�

ur g gew

�

unschte Absch

�

atzung (in sogar sch

�

arferer Gestalt).

(2) Zur Konstruktion von Formeln Prod

n

(x; y; z) in T zu g wie in (1) de�niert und mit

den im Lemma behaupteten Eigenschaften werden im folgenden (dabei weiter den

Beweisweg in [FiR74] auf p. 20, 21 beschreitend) Hilfsformeln P

n

(x), Res

n

(x; y; z)

und G

n

(x) (f

�

ur jedes n 2 N

0

) ben

�

otigt, f

�

ur die die zugeh

�

origen Familien den Bedin-

gungen (A) gen

�

ugen und die weiters den folgenden inhaltlichen Forderungen gen

�

ugen:

`

T

P

n

(x)$

��

x 2 N ; x < 2

2

n

; x ist Primzahl

��

; (3.127)

F

�

ur jedes a 2 N

0

gilt im Modell N von T die Formel:

Res

n

(i

a

; y; z)$

��

y; z 2 N

0

; 2 � y < 2

2

n

; a �

y

z; z < y

��

(wobei i

a

als

"

Name\ von a in L(N) f

�

ur das

"

Individuum\ a 2 jNj = N

0

steht) ;

`

T

G

n

(x)$ x = g(n) :
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P

n

(x) beschreibt dabei also in T die Eigenschaft, Primzahl < 2

2

n

zu sein, G

n

(x)

beschreibt inhaltlich g(n) als Formel in T , undRes

n

(x; y; z) dient zur (beschr

�

ankten)

Kongruenzresiduenbildung in T .

Diese Formeln k

�

onnen nun mit Hilfe der in Abschnitt 5 konstruierten Formeln

M

n

(x; y; z) und I

n

(x) einfach formuliert werden, soda� sowohl die inhaltlichen For-

derungen als auch die L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingung (A) erf

�

ullt ist. Und

zwar k

�

onnte P

n

(x) f

�

ur n 2 N

0

von der Gestalt wie

8

>

<

>

:

0 = 1 : : : n = 0

M

n

(x; 1; x) & :x = 1

& 8y 8z

�

M

n

(y; z; x) ! y = 1 _ y = x

�

: : : n 2 N

0

; n � 1

(3.128)

gew

�

ahlt werden, Res

n

(x; y; z) von der Gestalt wie

2 � y & 9w

1

9w

2

�

M

n

(y;w

2

; w

1

) & x = z + w

1

�

& z < y

und davon ausgehend G

n

(x) wie

8y

�

P

n+2

(y) ! 9w

�

:w = 0 &M

n+2

(y;w; x)

� �

& 8x

0

�

8y

�

P

n+2

(y) ! 9w

�

:w = 0 &M

n+2

(y;w; x

0

)

� �

! x � x

0

	

:

(: g(n) ist die kleinste nat

�

urliche Zahl, die durch alle p 2 P mit p < 2

2

n+2

teilbar

ist)

53

. Unter Benutzung der Eigenschaften von I

n

(x) und M

n

(x; y; z) kann leicht

eingesehen werden, da� die obigen, f

�

ur P

n

(x), Res

n

(x; y; z) und G

n

(x) (vorl

�

au�g)

gew

�

ahlten Formeln den anfangs geforderten inhaltlichen Bedingungen gen

�

ugen. Al-

lerdings treten in diesen auch Ordnungssymbole auf, die nicht in L(T ) vorkommen

(die allerdings durch den

�

Ubergang zu Translationsformeln zwischen (etwa) PreAN

(das de�nitorische Erweiterung von PreAN

1

ist) und PreAN

1

leicht eliminiert wer-

den k

�

onnen). und weiters ist auch wegen der geforderten G

�

ultigkeit der Bedingungen

(A) eine etwas vorsichtigere Wahl dieser Formel sinnvoll. Diese

�

Uberlegung f

�

uhrt im

53

F

�

ur diese Festlegung von G

n

(x) ist das Vorhandensein eines Ordnungssymbol < bzw. � in T entschei-

dend und eine analoge De�nition ist in TAZ daher nicht m

�

oglich. Es ist sogar denkbar, da� diese Formel

G(x)|mit den hier zus

�

atzlich immer geforderten L

�

angen- und Konstruierbarkeitseigenschaften|in TAZ

�

uberhaupt nicht de�nierbar ist. { Jedenfalls scheitert eine direkte

�

Ubertragung dieses Beweises auf TAZ

zum ersten Mal an dieser Stelle. (Bei der De�nition von Res

n

(x; y; z) kann das Symbol < ja|im daf

�

ur

nur ben

�

otigten, eingeschr

�

ankten Umfang seiner inhaltlichen Bedeutung|sehr leicht unter Verwendung von

FormelnM

n

(x; y; z) ausgedr

�

uckt werden.)
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Fall von Res

n

(x; y; z) auf die etwas aufwendige Setzung

Res

n

(x; y; z) ::=

9w ( y = 2 + w )

& 9w

1

9w

2

�

9y

0

�

y

0

= y &

9x9y 9z

�

x = y

0

& y = w

2

& z = w

1

&M

n

(x; y; z)

� �

& x = z + w

1

	

& 9w ( y = z +w + 1 ) ;

die es allerdings erlaubt, direkt auf die De�nition von M

n

(x; y; z) in Abschnitt 5

zur

�

uckzugreifen und auch deren Herstellung bei der Konstruktion von Res

n

(x; y; z)

als Teilprogramm in Dienst stellen zu k

�

onnen (womit die Erf

�

ulltheit der Bedingungen

(A) an

�

Res

n

(x; y; z)

((M))

g

n2N

0

mit Res

n

(x; y; z) wie oben de�niert|damit mehr

oder weniger|direkt ablesbar ist). { Gleichartige exakte Setzungen k

�

onnen nun auch

f

�

ur P

n

(x) und G

n

(x) durchgef

�

uhrt werden (diese liegen aber nahe und unterbleiben

hier deshalb).

(3) Unter Zuhilfenahme der Formeln P

n

(x), Res

n

(x; y; z) und G

n

(x) aus (2) kann nun

f

�

ur jedes n 2 N

0

eine Formel Prod

n

(x; y; z) mit wie im Lemma behaupteten Eigen-

schaften gefunden werden:

Hierf

�

ur ist wegen der Wahl von g(n) wie in (3.120) ausschlaggebend, da� f

�

ur drei

Zahlen x; y; z 2 N

0

mit x; y; z < g(n) das Vorliegen der Eigenschaft x � y = z nach

dem Chinesischen Restsatz durch die

�

Uberpr

�

ufung der Aussagen [ [x]

p

� [y]

p

]

p

= [z]

p

f

�

ur alle p 2 P mit p < 2

2

n+2

([~x]

m

:= Restklasse von ~x bei der Division durch m

(m 2 N , m � 2)) geschehen kann; d.h. weil gilt:

�

8x; y; z 2 N

0

; x; y; z < g(n)

�

�

x � y = z ()

�

8p 2 P; p < 2

2

n+2

��

[ [x]

p

� [y]

p

]

p

= [z]

p

� 	

:

Diese Aussage kann zur Grundlage einer De�nition von Prod

n

(x; y; z) entlang von

9x

0

�

G

n

(x

0

) & x < x

0

& y < x

0

& z < x

0

�

& 8y

0

�

P

n+2

(y

0

) !

9x

0

9y

0

9z

0

9z

1

�

Res

n+2

(x; y

0

; x

0

) & Res

n+2

(y; y

0

; y

0

) & Res

n+2

(z; y

0

; z

0

)

&M

n+2

(x

0

; y

0

; z

1

) & Res

n+2

(z

1

; y

0

; z

0

)

� �

werden; dabei m

�

u�ten, um zu einer genauen und vorsichtigen Setzung f

�

ur die For-

meln Prod

n

(x; y; z) zu gelangen, (a) die atomaren Formeln mit Ordnungssymbol <
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durch Formeln von L(T ) ersetzt werden, (b) x

0

und y

0

durch dezimal indizierte

Variablen ausgetauscht werden, (c) wie f

�

ur Res

n

(x; y; z) in (2) zus

�

atzliche Teil-

formeln eingebaut werden, soda� direkt auf G

n

(x), P

n+2

(x), M

n+2

(x; y; z) und

Res

n+2

(x; y; z) verwiesen werden kann. Es ist jedoch klar, auf welche Weise das

analog, wie f

�

ur Res

n

(x; y; z) in (2) durchgef

�

uhrt, hier geschehen kann und unter-

bleibt hier v.a. auch deshalb, weil eine so pr

�

azisierte Setzung f

�

ur Prod

n

(x; y; z)

zur Verst

�

andlichkeit der Konstruktion dieser Formel wegen des damit verbundenen

Aufwands nichts weiteres mehr beitragen kann. { Die Erf

�

ulltheit der Bedingungen

(A) f

�

ur

�

Prod

n

((M))

(x; y; z)

	

n2N

0

kann allerdings nur von einer auf beschriebene

Art verfeinerten Wahl von Prod

n

(x; y; z) direkt abgelesen werden (d.h. genau: die

einfache Zur

�

uckf

�

uhrbarkeit der L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen (A) an

�

Prod

n

((M))

(x; y; z)

	

n2N

0

auf die entsprechenden, zuvor und fr

�

uher begr

�

undeten

Eigenschaften von G

n

(x), P

n+2

(x), M

n+2

(x; y; z) und Res

n+2

(x; y; z)).

Ausgehend von den Formeln Prod

n

(x; y; z) (n 2 N

0

), die in T die Multiplikation

nat

�

urlicher Zahlen < g(n) beschreiben, k

�

onnen nun auf analoge Weise zum Vorgehen in

Abschnitt 5 Formeln Pow

�

n

(x; y; z) in T konstruiert werden, die die Exponentiation z = y

x

f

�

ur nat

�

urliche Zahlen z; y < g(n) und nat

�

urliche Exponenten x < 2

2

n

beschreiben (und

entsprechenden L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen, wie hier immer betrachtet,

gen

�

ugen). Diese Formeln Pow

�

n

(x) sollen der inhaltlichen Forderung

`

T

Pow

�

n

(x; y; z)$

��

x; y; z 2 N

0

; x < 2

2

n

; y; z < g(n); z = y

x

��

gen

�

ugen und weiters soll

�

Pow

�

n

(x; y; z)

	

n2N

0

die Bedingungen (A) erf

�

ullen. Die Kon-

struktion von Pow

�

n

(x; y; z) kann v

�

ollig analog zur Konstruktion von Pow

n

(x; y; z) in

Abschnitt 5 mit Hilfe der Formeln E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) durchgef

�

uhrt werden, wobei nun

aber Formeln E

�

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) mit der inhaltlichen Eigenschaft

`

T

E

�

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)$

��

x; y; z 2 N

0

; x < 2

2

k

; y; z < g(n); z = y

x

��

& Prod

n

(x

0

; y

0

; z

0

)

(n; k 2 N

0

, k � n) dabei verwendet werden, in denen statt den FormelnM

n

(x; y; z) jeweils

Prod

n

(x; y; z) ins Spiel kommen. Die rekursive Festlegung von E

�

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) f

�

ur

k 2 N

0

, k � n (zu gegebenem n 2 N

0

) kann v

�

ollig analog zum Beweis von Satz 3.5.2 ge-

schehen (wobei an einer Stelle, eine

�

Ubertragung von (3.104) betre�end, eine entsprechend

auftretende Konjunktionsformel E

�

k;n

(0; 1; 1; z; 1; 1) nun sogar

�

uber

�

ussig w

�

are und wegge-

lassen werden k

�

onnte; eine solche Entfernung einer Formel zieht dann auch die Weglassung

einer Konjunktionsformel (bzw. -zeile) in einem Analogon zu (3.105) als dann pr

�

azisier-

ter Festlegung der Formeln E

�

k+1;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) (im Induktionsschritt k ! k + 1 f

�

ur

k + 1 � n, k; n 2 N

0

) nach sich.)
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Daran anschlie�end kann Pow

�

n

(x; y; z) dann letztlich durch

Pow

�

n

(x; y; z) ::= 9x

0

9y

0

9z

0

�

x

0

= 0 & y

0

= 0 & z

0

= 0 & E

�

n;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

)

�

f

�

ur alle n 2 N

0

analog zu (3.101) festgesetzt werden.

Ausgehend von den bisher festgelegten Formeln k

�

onnen nun De�nitionen f

�

ur L

�

n

(x),

S

�

n

(x; y), und H

�

w

(x) mit (3.113), (3.114) und (3.115) (f

�

ur alle n 2 N

0

, w 2 BW0,

jwj = n 2 N ) und den entsprechenden L

�

angen- und Konstruierbarkeitseigenschaften ent-

lang der (vorl

�

au�gen) Setzungen

9x

0

�

J

�

n+1

(x

0

) & Pow

�

n+2

(x

0

; 2; x

1

) & x < x

1

�

(3.129)

f

�

ur L

�

n

(x) und

L

�

n

(x) & I

�

n

(y)

& 9z 9w 9y

0

9y

1

9w

�

Pow

�

n+1

(y; 2; y

0

) & y

1

= y

0

+ y

0

& y

0

� z

& z < y

1

& Prod

n+2

(y

1

; w;w

1

) & x = z +w

1

�

(3.130)

f

�

ur S

�

n

(x; y) [wobei (3.130) analog zu (3.108) und unter Verwendung von (3.107)

konstruiert wurde; n

�

ahere

�

Uberpr

�

ufung zeigt, da� hierbei Prod

n+2

(y

1

; w;w

1

) durch

Prod

n+1

(y

1

; w;w

1

) ersetzt werden k

�

onnte] und

L

�

n

(x) & 9x

0

9z

�

K

w

(x

0

) & J

�

n

(z)

& 8y

�

y < z !

�

S

�

n

(x; y)$ S

�

n

(x

0

; y)

� � 	

(3.131)

f

�

ur H

�

w

(x) f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 mit jwj = n weiter pr

�

azis gemacht werden.

Hierbei m

�

ussen (a) die Ordnungssymbole < und � durch den

�

Ubergang zu entsprechen-

den Translationsformeln beseitigt werden, und mu� (b) durch logische Umformungen zu

�

aquivalenten Formeln

�

ubergegangen werden, die direkt auf fr

�

uher festgelegte Formeln wie

z.B. Prod

n+2

(x; y; z) oder S

�

n

(x; y) verweisen und nicht auf Instanzen dieser Formeln. Da

solche logischen Umformungen|fr

�

uheren Beispielen folgend|allerdings leicht durchf

�

uhr-

bar sind und naheliegen, kann schon an dieser Stelle eingesehen werden, da� hierdurch

pr

�

azise Festlegungen von L

�

n

(x), S

�

n

(x; y) und H

�

w

(x) f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 mit

jwj = n entstehen, f

�

ur die (3.113){(3.115) gelten und die die weiteren an diese Formeln

(zu Beginn dieses Abschnitts) gekn

�

upften Bedingungen erf

�

ullen.

Es ist damit nun insgesamt gelungen, f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 mit jwj =

n 2 N Formeln I

�

n

(x), J

�

n

(x), L

�

n

(x), S

�

n

(x; y) und H

�

w

(x) mit (3.111){(3.115) sowie den

zugeh

�

origen L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen (A) bzw. (B) aus De�nition 3.3.5

zu �nden bzw. zu beschreiben, wie diese exakt festgelegt sein k

�

onnen. Damit ist f

�

ur T ,

T

((M))

wie angenommen und f(n) = 2

2

n

die Annahme von Satz 3.4.4 erf

�

ullt. Wie zu

Beginn dieses Abschnitts (bzw. analog zu Beginn des Abschnitts 5) erl

�

autert, folgt daraus

mit S

�

atzen aus dem Abschnitt 4 die Behauptung von Satz 3.1.1. Dieser Satz ist damit

bewiesen.
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3.7 Anwendung der Methoden und einer Idee aus [FiR74]

zur Erzielung von TAZ 62 NTime(2

2

cn

) f

�

ur ein c 2 R , c > 0

T sei in diesem Abschnitt entweder die Theorie TAZ aus Abschnitt 2.1 (De�nition 2.1.1)

oder die dazu

�

aquivalente, semantisch de�nierte Theorie Th(hZ; 0; 1;+i) und L deren Spra-

che (also erneut wie in den Abschnitten 5 und 6 eine Sprache einer Theorie 1. Ordnung mit

den Konstantensymbolen 0 und 1 sowie weiters noch mit dem zweistelligen Funktionssym-

bol + als deren nichtlogische Symbole). T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) sei die als

System formaler Sprachen mit informatisch-sinnvoller Formelsyntax dargestellte Theorie

T , wobei sich dieses erneut wie in Abschnitt 5 und in Abschnitt 6 mit dem Verweis auf

Grammatik 2.6.1 und deren Terminalalphabet � durch die Setzungen (3.79) (jedoch bzgl.

T wie hier vorausgesetzt) pr

�

azisieren lie�e. (Erneut ist das Vorhandensein des logischen

Symbols $ in T

((M))

bzw. in �

T

((M))

(etwa wie das in der Pr

�

azisierung hier der Fall ist)

nicht zwingend erforderlich, obwohl hier gro�e Teile des Beweises vorerst

54

ausdr

�

ucklich

davon Gebrauch machen.)

Im folgenden sei hier au�erdem das Standardmodell f

�

ur TAZ mit Z := hZ; 0; 1;+i be-

zeichnet. Weiters werden zur Beschreibung von Eigenschaften der hier zu entwickelnden

Formeln in Beziehung zu Z wieder (wie schon in Abschnitt 6 vereinzelt und im Satz 3.4.4 in

Abschnitt 4)

"

Namen\ i

a

aus L(Z) f

�

ur Zahlen (

"

Individuen\) a 2 Z= jZj verwendet; L(Z)

ist dabei die um alle Namen i

a

(f

�

ur a 2 Z) als zus

�

atzliche Konstantensymbole erweiterte

Sprache L. Diese Bezeichnungsweise korrespondiert mit der in [Shoe67] zur Beschreibung

der G

�

ultigkeit von Formeln einer Sprache

~

L in Strukturen f

�

ur

~

L eingef

�

uhrten Bezeich-

nungsweise.

Die in diesem Abschnitt ebenso wie f

�

ur RA in Abschnitt 5 und f

�

ur PreAN in Ab-

schnitt 6 nun f

�

ur T (=

z.B

TAZ) ebenso wie dort durch die Verwendung von Methoden f

�

ur

allgemeine Komplexit

�

atsbeweise aus [FiR74], die in Abschnitt 4 dargestellt bzw. pr

�

azisiert

wurden, zu zeigende Komplexit

�

atsaussage besitzt dabei nun die folgende, zu den S

�

atzen

Satz 3.1.1 und Satz 3.1.3 v

�

ollig analoge Gestalt:

54

Vgl. jedoch Abschnitt (6) im Beweis von Satz 3.7.2.
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Satz 3.7.1. T wie hier vorausgesetzt (eine zu TAZ

�

aquivalente Theorie 1. Ordnung);

T

((M))

=(�

T

((M))

;Fo

T

((M))

;Thm

T

((M))

) die als System formaler Sprachen mit informatisch-

sinnvoller Formelsyntax dargestellte Theorie T .

Dann gilt: Es existiert ein c 2 R, c > 0 so, da� 2

2

cn

eine untere Schranke f

�

ur die Ent-

scheidungskomplexit

�

at von T bzgl. nichtdeterministischer Turing-Rechenzeit ist. Dar

�

uber

hinaus kann c 2 R , c > 0 so gew

�

ahlt werden, da�

Thm

T

((M))

; co�Thm

T

((M))

=2 NTime(2

2

cn

)

gilt.

Der Beweis dieses Satzes erstreckt sich

�

uber den restlichen Teil dieses Abschnitts.

Auf eine v

�

ollig analoge Weise wie zu Beginn der Abschnitte 5 und 6 l

�

a�t sich nun

durch eine Argumentation mittels S

�

atzen aus dem Abschnitt 4 der hier noch zu erbrin-

gende Beweis von Satz 3.7.1 auf einen Nachweis der Erf

�

ulltheit der Annahme von (jetzt:)

Satz 3.4.6 f

�

ur T , T

((M))

und f(n) := 2

2

n

reduzieren. Also auf den Nachweis der Existenz

von Formeln I

��

n

(x), J

��

n

(x), S

��

n

(x; y) und H

��

w

(x) f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0, soda�

f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 mit jwj = n die Aussagen

`

T

I

��

n

(x)$

hh

x 2 N

0

; x < 2

2

n+1

ii

; (3.132)

`

T

J

��

n

(x)$ x = 2

2

n

55

; (3.133)

F

�

ur alle a 2 Z ist in Z die folgende Formel g

�

ultig:

S

��

n

(i

a

; y)$

hh

y 2 N

0

; y < 2

2

n+1

; (Bw

2

(a))(y) = 1

ii

; (3.134)

F

�

ur alle a 2 Z gilt:

H

��

w

(i

a

) ist g

�

ultig in Z ()

(Bw

2

(a))(0) � : : : � (Bw

2

(a))(2

2

n

�1) = w � 0

2

2

n

�n

(3.135)

gelten und weiters die zugeh

�

origen Formelfamilien den Bedingungen (A) bzw. (B) aus De-

�nition 3.3.5 gen

�

ugen. (Hierin sind diese Formeln gegen

�

uber ihrem Auftreten in Satz 3.4.6

doppelt durch

�

indiziert worden, da bei ihrer De�nition erneut auf entsprechend bezeich-

nete, in den Abschnitten 5 und 6 entwickelte Formeln zur

�

uckgegri�en wird und deshalb

eine Unterscheidung in der Bezeichnung dieser Formeln sinnvoll ist).

F

�

ur I

��

n

(x) und J

��

n

(x) k

�

onnen nun direkt I

�

n

(x) und J

�

n

(x) aus (3.116) und (3.117)

herangezogen werden bzw. die neuen Formeln diesen fr

�

uheren gleichgesetzt werden (dies

ist m

�

oglich, da I

�

n

(x) und J

�

n

(x) unabh

�

angig von der De�nierbarkeit der Ordnung in

PreAN

1

gew

�

ahlt wurden und diese Formeln die selben inhaltlichen Eigenschaften (3.111)

55

Diese abk

�

urzende Schreibweise f

�

ur auf Zahlen aus N

0

verweisende Terme aus De�nition 2.1.1 wird hier

wieder (wie auch schon in den fr

�

uheren Abschnitten) einige Male ben

�

utzt werden.
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und (3.112) auch schon in T = RA ausdr

�

ucken, in einer Theorie also, in der kein Ord-

nungssymbol vorhanden ist).

F

�

ur die De�nition von S

��

n

(x; y) und H

��

w

(x) (f

�

ur n 2 N

0

und w 2 BW0) kann nun

jedoch nicht mehr direkt auf die entsprechenden Formeln aus Abschnitt 5 und Abschnitt 6

zur

�

uckgegri�en werden, da hier eine andere Kodierungsfunktion f

�

ur Bin

�

arw

�

orter, n

�

amlich

die Funktion Bw

2

aus (3.42) verwendet wird. Die Idee zur Verwendung dieser Kodie-

rungsfunktion stammt aus [FiR74], p. 23, unten, p. 24, wo damit eine M

�

oglichkeit skiz-

ziert wird, wie eine 3-fach-exponentiell-lineare untere Schranke f

�

urMULT bzw. SkA bzw.

Th(hN ; 0; 1; �i) mit

�

ahnlichen Methoden wie den in ihrer Arbeit vorgestellten beweisbar ist.

F

�

ur den Beweis hier sind aber die FormelnM

n

(x; y; z) aus Satz 3.5.1 wesentlich, deren

inhaltliche Eigenschaft (3.86) f

�

ur T wie hier angenommen erhalten bleibt; ebenso k

�

onnen

die sich auf Primzahlen < 2

2

n

beziehenden Formeln P

n

(x) mit (3.127) und der sich einfach

aus M

n

(x; y; z) herleitenden Gestalt (3.128) hierher

�

ubernommen werden. Damit weiter

im Zusammenhang stehen hier ben

�

otigte Formeln PT

n

(z; x) mit der Eigenschaft, da� f

�

ur

alle a 2 Z und n 2 N

0

PT

n

(z; i

a

)$

��

z 2 N ; z < 2

2

n

; z ist Primzahl; a 6= 0; z teilt a

��

(3.136)

in Z g

�

ultig ist. Die Formeln PT

n

(z; x) dr

�

ucken also die Eigenschaft von zwei Zahlen z und

x aus, da� z Primteiler < 2

2

n

von x ist. PT

n

(z; x) kann jeweils von der Gestalt

P

n

(z) & 9w

�

:w = 0 &M

n

(z; w; x)

�

(3.137)

gew

�

ahlt werden; bzgl. den so weitergehend pr

�

azis gemachten Formeln PT

n

(x) erf

�

ullt

�

PT

n

(z; x)

((M))

	

n2N

0

klarerweise auch die Bedingungen (A) aus De�nition 3.3.5. {

Zus

�

atzlich zu diesen Formeln tritt noch eine durch x�

�

�

n

y abgek

�

urzte Formel auf, die

die �-Eigenschaft von nat

�

urlichen Zahlen < 2

2

n

in T ausdr

�

uckt und die durch

x�

�

�

n

y $

��

x; y 2 N

0

; x; y < 2

2

n

; x � y

��

(3.138)

beschrieben und durch eine Festlegung der Gestalt

M

n

(x; 0; 0) &M

n

(y; 0; 0) & 9z

�

M

n

(z; 0; 0) & y = x+ z

�

(3.139)

gegeben sei. {

�

Ahnlich dazu sei weiters auch die Formel x<

<

<

n

y entlang von

M

n

(x; 0; 0) &M

n

(y; 0; 0) & 9z

�

M

n

(z; 0; 0) & y = x+ z + 1

�

(3.140)

festgelegt.
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Satz 3.7.2. T , T

((M))

wie in diesem Kapitel vorausgesetzt.

Es existieren f

�

ur alle n 2 N

0

Formeln PZ

n+2

(z; y) in T so, da� f

�

ur alle n 2 N

0

`

T

PZ

n+2

(z; y)$

hh

z; y 2 N

0

; z < 2

2

n+2

; y < 2

2

n+1

;

z ist die (y + 1)-te Primzahl

ii

56

(3.141)

gilt und weiters die Familie

�

PZ

n+2

(z; y)

	

n2N

0

die Bedingungen (A) aus De�nition 3.3.5

erf

�

ullt.

Beweis. T , T

((M))

wie in diesem Kapitel vorausgesetzt. In diesem Beweis wird an einigen

Stellen zuerst verwendet, da� $ in der Sprache von T

((M))

enthalten ist (das ist nach

Voraussetzung

�

uber T

((M))

der Fall). In Punkt (6) wird jedoch kurz erl

�

autert, wie das

Ergebnis auch auf den m

�

oglichen Fall

�

ubertragen werden k

�

onnte, wenn$ nicht als Symbol

der Formelsprache Fo

T

((M))

zugelassen w

�

are.

(1) Es soll bemerkt werden, da� die inhaltliche Forderung (3.141) an PZ

n+2

(z; y) f

�

ur

alle n 2 N

0

sinnvoll ist, da nach (3.125) f

�

ur alle n 2 N

0

die Aussage �(2

2

n+2

) > 2

2

n+1

gilt, woraus unmittelbar

p

2

2

n+1
< 2

2

n+2

(f

�

ur alle n 2 N

0

)

(: p

~n

bezeichnet dabei die ~n-te Primzahl bzw. die ~n-t-kleinste Primzahl) folgt.

(2) Bei der Konstruktion der Formeln PZ

n+2

(z; y) f

�

ur n 2 N

0

werden die folgenden,

mit Hilfe von PT

n

(z; x) aus (3.137) sowie von P

n

(x) und von �

�

�

n

, <

<

<

n

gebildeten

Formeln SmPT

n

(z; x), GPT

n

(z; x), SuPT

n

(z

1

; z

2

; x), SuP

n

(z

1

; z

2

), NoPT

n

(x),

NoSmPT

n

(x

1

; x

2

), NoGPT

n

(x

1

; x

2

), IntSaPT

n

(x

1

; x

2

) verwendet werden, die

den entsprechenden L

�

angen und Konstruierbarkeitseigenschaften (A) (bzgl. den zu-

geh

�

origen Formelfamilien) gen

�

ugen und die inhaltlich folgende Aussagen formalisie-

ren: F

�

ur alle a; a

1

; a

2

2 Z gelten in Z:

SmPT

n

(z; i

a

)$

��

z 2 N

0

; a 6= 0; z ist kleinster

Primteiler < 2

2

n

von a

��

;

GPT

n

(z; i

a

)$

��

z 2 N

0

; a 6= 0; z ist gr

�

o�ter

Primteiler < 2

2

n

von a

��

;

SuPT

n

(z

1

; z

2

; i

a

)$

��

z

1

; z

2

2 N

0

; z

1

; z

2

< 2

2

n

; a 6= 0;

z

1

< z

2

; z

1

; z

2

sind Primteiler von a;

es gibt keinen weiteren Primteiler z

3

von a mit z

1

< z

3

< z

2

��

;

56

Die Forderung z < 2

2

n+2

stellt hier keine zus

�

atzliche Einschr

�

ankung dar und k

�

onnte deshalb wegge-

lassen werden, vgl. dazu (1) im Beweis des Satzes.
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NoSmPT

n

(i

a

1

; i

a

2

)$

��

a

1

; a

2

6= 0; a

1

besitzt keinen

Primteiler < 2

2

n

, der kleiner ist

als ein Primteiler < 2

2

n

von a

2

��

NoGPT

n

(i

a

1

; i

a

2

)$

��

a

1

; a

2

6= 0; a

1

besitzt keinen

Primteiler < 2

2

n

, der gr

�

o�er ist

als ein Primteiler < 2

2

n

von a

2

��

IntSaPT

n

(i

a

1

; i

a

2

)$

��

a

1

; a

2

6= 0; a

1

im Intervall zwischen

dem kleinsten und dem gr

�

o�ten

Primteiler < 2

2

n

von a

2

besitzen

a

1

und a

2

die gleichen Primteiler

��

;

sowie f

�

ur alle a 2 Z

NoPT

n

(i

a

) ist g

�

ultig in Z () a 6= 0; a besitzt keinen

Primteiler < 2

2

n

und

SuP

n

(z

1

; z

2

)$

��

z

1

; z

2

2 N

0

; z

1

; z

2

< 2

2

n

;

z

1

; z

2

sind aufeinanderfolgende Primzahlen

��

:

Nun k

�

onnen jedoch SmPT

n

(z; x) und GPT

n

(z; x) von der Gestalt

PT

n

(z; x) & 8z

1

�

PT

n

(z

1

; x)! z�

�

�

n

z

1

�

bzw.

PT

n

(z; x) & 8z

1

�

PT

n

(z

1

; x)! z

1

�

�

�

n

z

�

;

SuPT

n

(z

1

; z

2

; x) von der Gestalt

PT

n

(z

1

; x) & PT

n

(z

2

; x) & z

1

<

<

<

n

z

2

& :9z

3

�

PT

n

(z

3

; x) & z

1

<

<

<

n

z

3

& z

3

<

<

<

n

z

2

�

;

SuP

n

(z

1

; z

2

) von der Gestalt

P

n

(z

1

) & P

n

(z

2

) & z

1

<

<

<

n

z

2

& :9z

3

�

P

n

(z

3

) & z

1

<

<

<

n

z

3

& z

3

<

<

<

n

z

2

�

;

NoSmPT

n

(x

1

; x

2

) und NoGPT

n

(x

1

; x

2

) von der Gestalt

:x

1

= 0 & :x

2

= 0

& 8z

2

�

SmPT

n

(z

2

; x

2

)! :9z

1

�

PT

n

(z

1

; x

1

) & z

1

<

<

<

n

z

2

� �

bzw.
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:x

1

= 0 & :x

2

= 0

& 8w

2

�

GPT

n

(w

2

; x

2

)! :9z

1

�

PT

n

(z

1

; x

1

) & w

2

<

<

<

n

z

1

� �

;

IntSaPT

n

(x

1

; x

2

) von der Gestalt

:x

1

= 0 & :x

2

= 0

& 8z

2

8w

2

�

SmPT

n

(z

2

; x

2

) & GPT

n

(w

2

; x

2

)

! 8z

�

z

2

�

�

�

n

z & z�

�

�

n

w

2

!

�

PT

n

(z; x

1

)$ PT

n

(z; x

2

)

� � 	

und NoPT

n

(x) als

NoPT

n

(x) ::= :x = 0 & 8z

�

:PT

n

(z; x)

�

gew

�

ahlt werden. (Analog zu Beispielen aus Abschnitt 4 und Abschnitt 5 k

�

onnen die-

se Formeln anhand dieser vorl

�

au�gen Festlegungen leicht weiter pr

�

azisiert werden,

soda� auch die L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen (A) (bzgl. den entspre-

chenden Formelfamilien) erf

�

ullt sind).

(3) Es wird im weiteren hier nun eine M

�

oglichkeit zur Konstruktion von verk

�

urzten, je-

doch logisch

�

aquivalenten Schreibweisen von Formeln zu gelangen, erforderlich sein,

die

�

uber die in Abschnitt 5 z.B. beim Aufbau der Formeln M

n

(x; y; z) benutzte

M

�

oglichkeit (die dort etwa durch das Beispiel (3.93) beschrieben ist) deutlich hin-

ausgeht: Es soll damit hier m

�

oglich sein, eine in DNF-Gestalt

W

k

i=1

A

i

gegebene

Formel A, in der in den Konjunktionsformeln in A

i

(beliebig viele) Instanzen einer

Formel B(x) (x eine beliebige Variable)|neben weiteren Formeln|auftreten, zu ei-

ner Formel A

0

so logisch umzuformen, da� in A

0

die Formel B(x) nur mehr einmal

vorkommt und daneben keine (weitere) Instanzen von B(x) mehr auftreten. Diese

im folgenden dargestellte Umformung soll weiters von der inneren Gestalt von B(x)

unabh

�

angig sein, d.h. f

�

ur eine sich aus A durch den Austausch aller Instanzen B(a)

in A durch

~

B(a) f

�

ur eine Formel

~

B(x) (a ein Term) ergebende Formel

~

A auf v

�

ollig

analoge Weise ergeben.

Eine solche Umformungsm

�

oglichkeit ist nun f

�

ur k 2 N , n

1

; : : : ; n

k

, m

1

; : : : ;m

k

2 N ,

P

k

i=1

n

i

+

P

k

i=1

m

i

> 0, eine Formel B(x), Variablen x

i;j

(1 � i � k, 1 � j � n

i

)

und y

i;j

(1 � i � k, 1 � j � m

i

) und Formeln C

1

; : : : ;C

k

in TAZ z.B. durch die

in Formel 3.7.1 enthaltene, (relativ:) einfach einzusehende Aussage (3.142) gegeben.

Darin bezeichen n := max

1�i�k

n

i

, m := max

1�i�k

m

i

und x

1

; : : : ;x

n

, y

1

; : : : ;y

m

, z;
�
x;w

neue, paarweise verschiedene Variablen (gegen

�

uber allen x

i;j

, y

i;j

sowie x und den

in einem der C

i

frei vorkommenden Variablen).
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Formel 3.7.1 Logische Umformungsm

�

oglichkeit zur verk

�

urzten Schreibweise von For-

meln in DNF

`

TAZ

_

1�i�k

B(x

i;1

) & : : : & B(x

i;n

i

) & :B(y

i;1

) & : : : & :B(y

i;m

i

) & C

i

 ! 9x

1

: : : 9x

n

9y

1

: : : 9y

m

9z

nh

_

1�i�k

n

i

;m

i

>0

�

z = 0 & x

1

= x

i;1

& : : :& x

n

i

= x

i;n

i

& x

n

i

+1

= x

i;n

i

& : : :& x

n

= x

i;n

i

& y

1

= y

i;1

& : : :& y

m

i

= y

i;m

i

& y

m

i

+1

= y

i;m

i

& : : :& y

m

= y

i;m

i

& C

i

�

_

_

1�i�k

n

i

>0;m

i

=0

�

z = 1 & x

1

= x

i;1

& : : :& x

n

i

= x

i;n

i

& x

n

i

+1

= x

i;n

i

& : : :& x

n

= x

i;n

i

& C

i

�

_

_

1�i�k

n

i

=0;m

i

>0

�

z = 2 & y

1

= y

i;1

& : : :& y

m

i

= y

i;m

i

& y

m

i

+1

= y

i;m

i

& : : :& y

m

= y

i;m

i

& C

i

�

_

_

1�i�k

n

i

=m

i

=0

z = 3 & C

i

i

& 8
�
x8w

� �

(
�
x = x

1

_ : : : _
�
x = x

n

) & (z = 0 _ z = 1) & w = 0

�

_

�

(
�
x = y

1

_ : : : _
�
x = y

m

) & (z = 0 _ z = 2) & w = 1

�

!

�

9x (x =
�
x & B(x))$ w = 0

� �

o

(3.142)
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F

�

ur die logische Umformung, die durch diese Aussage bestimmt ist und die die

Anzahl der Instanzen einer FormelB(x) bez

�

uglich einer in DNF-Gestalt vorliegenden

Formel A auf eine zu reduzieren gestattet, ist das Vorhandensein von$ als Sprach-

element (wohl) unverzichtbar. Diese Umformung selbst kann im selben Ausma� wie

f

�

ur TAZ in Theorien mit 4 beweisbar verschiedenen Konstanten analog durchgef

�

uhrt

werden und l

�

a�t sich dann weiters sofort f

�

ur alle konsistenten Theorien, die nur

mindestens zweielementige Modelle besitzen, verallgemeinern.

[FiR74] deuten an einer Stelle, auf p. 16, eine solche allgemeinere Verk

�

urzungsaus-

sage als ein Theorem von M. Fischer und A. Meyer an, das sie jedoch bei der Dar-

stellung ihrer Beweise nicht ben

�

otigen (sondern nur einfache Spezialf

�

alle davon wie

etwa den hier schon erw

�

ahnten, in (3.93) ausgedr

�

uckten). Eine zur hier vorgestellten

Verk

�

urzungsm

�

oglichkeit

�

ahnliche wird auch in [FeRa79] im Beweis von Lemma 3 auf

p. 156 verwendet (die, wie [FeRa79] darstellen, gerade auf M. Fischer und A. Meyer

und fr

�

uhere Arbeiten von L. Stockmeyer ([FeRa79] verweisen auf [SM73]) zur

�

uck-

geht; diese M

�

oglichkeit ist etwas allgemeiner als die hier vorgestellte und bezieht

sich nicht notwendigerweise nur auf in DNF-Gestalt vorliegende Ausgangsformeln A

bzgl. der

"

zu extrahierenden\ Instanzen einer Formel B(x), jedoch ist eine entspre-

chende Pr

�

anexform von A in Beziehung zu den Instanzen von B(x) daf

�

ur schon auch

erforderlich). { Die hier beschriebene M

�

oglichkeit ist allerdings auch im Zusammen-

hang mit den schon in Satz 3.4.4 bei der Festlegung der Formeln F

M;w

verwendeten

Formelverk

�

urzungen zu sehen bzw. in Analogie zu den dort entwickelten Formeln

entstanden.

(3.142) l

�

a�t sich sofort auch f

�

ur Formeln B(x

0

1

; : : : ;x

0

n

), in denen also mehrere freie

Variable vorkommen, verallgemeinern.

(4) Die Konstruktion von Formeln PZ

n+2

(z; y) in T mit den im Lemma behaupteten

Eigenschaften l

�

a�t sich auf die Existenz von FormelnAnzPT

n+2

(x; y) zur

�

uckf

�

uhren,

die in Z f

�

ur alle n 2 N

0

und a 2 Z die G

�

ultigkeit von

AnzPT

n+2

(i

a

; y)$

��

a 6= 0; y 2 N

0

; y < 2

2

n+1

; a besitzt

genau y verschiedene Primteiler < 2

2

n+2

��

(3.143)

garantieren und bzgl. denen

�

AnzPT

n+2

(x; y)

((M))

	

n2N

0

die Bedingungen (A)

erf

�

ullen:

Unter der Annahme der Existenz solcher Formeln l

�

a�t sich nun PZ

n+2

(z; y) mit

Hilfe der Formeln aus (1), die Eigenschaften von ganzen Zahlen in Beziehung zu
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Primteilern < 2

2

n(+2)

formulieren, in T durch

M

n+1

(y; 1; y) & (y = 0! z = 2)

&

�

: y = 0! 9x9w

0

�

AnzPT

n+2

(x; y) & SmPT

n+2

(2; x)

& 8z

1

8z

2

�

SuPT

n+2

(z

1

; z

2

; x)! SuP

n+2

(z

1

; z

2

)

�

& GPT

n+2

(w

0

; x) & SuP

n+2

(w

0

; z)

� 	

(3.144)

(: ist die (y+1)-te Primzahl p

y+1

gesucht, so kommt in (3.144) als f

�

ur y 6= 0,

y < 2

2

n+1

, y 2 N etwa die Zahl x := p

1

|{z}

=2

� p

2

|{z}

=3

� : : : � p

y

ins Spiel (oder aber jede

andere Zahl 6= 0, die genau nur diese Primteiler < 2

2

n+2

besitzt)). Durch|wie in

Abschnitt 5

�

ofter durchgef

�

uhrten

�

Ubergang zu einer

"

vorsichtigeren\ Wahl dieser

Formel, in der direkt auf die beteiligten Hilfsformeln verwiesen wird|kann dann

PZ

n+2

(z; y) exakt so festgelegt werden, da� sich die Bedingungen (A) auf ablesba-

re Weise aus den entsprechenden, fr

�

uher erwiesenen Eigenschaften der verwendeten

Hilfsformeln erkennen lassen.

(5) Es reicht nun f

�

ur den Beweis dieses Lemmas im weiteren aus, die Formeln

AnzPT

n+2

(x; y) (wie in (4) beschrieben) zu konstruieren:

Dazu werden im folgenden f

�

ur alle Zahlen n; k 2 N

0

mit k � n + 1 die Formeln

NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) konstruiert, die f

�

ur alle a 2 Z, k; n 2 N

0

, k � n+ 1 in

Z die G

�

ultigkeit von

NumPT

k;n+2

(i

a

; y; x

0

; y

0

; z

0

)$

��

a 6= 0; y 2 N

0

; y < 2

2

k

;

a besitzt genau y verschiedene

Primteiler < 2

2

n+2

��

&M

n+2

(x

0

; y

0

; z

0

) (3.145)

ausdr

�

ucken, sowie f

�

ur die gilt:

�

�

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

�

�

�

C +

�

�

NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

�

�

(f

�

ur alle k; n 2 N

0

, k � n)

(3.146)

mit einem von k (und sogar auch von n) unabh

�

angigen C 2 N und f

�

ur die

�

n 7!

�

�

NumPT

0;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

)

((M))

�

�

�

2 O(n) (3.147)

und diese Formel auch POLY LIN -konstruierbar ist (bzgl. Eingabe (n)

10

).
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Damit lassen sich n

�

amlich dann die Formeln AnzPT

n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) durch

AnzPT

n+2

(x; y) ::=

9x

0

9y

0

9z

0

�

x

0

= 0 & y

0

= 0 & z

0

= 0

& NumPT

n+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

)

�

(3.148)

angeben und insbesondere die Eigenschaft (A) (�) daf

�

ur durch Induktion mittels

(3.146), (3.147) leicht einsehen; (A) (�) kann durch den im folgenden geschilder-

ten Aufbau von NumPT

k;n+2

(: : : ) als rekursive De�nition

�

uber k 2 N , k � n

eingesehen bzw. pr

�

azis gemacht werden. { Das hier und im folgenden geschilderte

Vorgehen bei der De�nition der Formeln AnzPT

n+2

(x; y) mit Hilfe der Formeln

NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) f

�

ur k; n 2 N

0

, k � n + 1 ist sehr analog zu dem bei

der Konstruktion von Pow

n

(x; y; z) mit Hilfe der Formeln E

k;n

(x; y; z; x

0

; y

0

; z

0

) in

Satz 3.5.2 (bzw. von [FiR74] beim Beweis von Theorem 8, p. 14 darin) benutzten.

F

�

ur n 2 N

0

und k = 0 kann NumPT

0;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) nun von der Gestalt

� �

:x = 0 & y = 0 & NoPT

n+2

(x)

�

_

�

y = 1 & 9z

�

SmPT

n+2

(z; x) & GPT

n+2

(z; x)

� � 	

&M

n+2

(x

0

; y

0

; z

0

) (3.149)

gew

�

ahlt werden. (3.147) folgt aus dieser Gestalt unmittelbar, ebenso die Konstruier-

barkeit dieser Formel in von der Eingabe (n)

10

abh

�

angigem POLY LIN -Aufwand.

Die im folgenden dargestellte rekursive Gestalt der De�nition der Formel

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) f

�

ur alle Zahlen n; k 2 N

0

, k � n+1 unter der Annah-

me der bereits gefundenen Form der FormelNumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) geht dabei

von der folgenden

�

Uberlegung aus: Besitzt x 2 Z, x 6= 0 genau y 2 N

0

, y < 2

2

k+1

verschiedene Primteiler < 2

2

n+2

, so l

�

a�t sich, da dann wegen (3.88) y

1

; y

2

; y

3

; y

4

2 N

0

mit y

1

; y

2

; y

3

; y

4

< 2

2

k

und y = y

1

� y

2

+ y

3

+ y

4

existieren, zuerst im Fall, da�

y

1

; : : : ; y

4

> 0 gilt, x als

x = �x � x

3

� x

4

(3.150)

au�assen, wobei (a) �x; x

3

bzw. x

4

genau y

1

�y

2

, y

3

bzw. y

4

Primteiler < 2

2

n+2

besitzen

und (b) alle Primteiler < 2

2

n+2

von �x kleiner als die Primteiler < 2

2

n+2

von x

3

, sowie

alle Primteiler < 2

2

n+2

von x

3

kleiner als jene von x

4

sind. �x kann nun (jedenfalls

immer dann, wenn y

1

� y

2

> 0 gilt) weiters als

�x =

�

�x � x

2

(3.151)

aufgefa�t werden, wobei x

2

genau y

2

Primteiler < 2

2

n+2

besitzt und zwischen (in

der Reihe der Primzahlen) aufeinanderfolgenden Primteilern von x

2

, sowie vor deren
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kleinstem genau noch immer (y

1

� 1) weitere Primteiler von �x (und damit auch von

x) liegen. { Umgekehrt l

�

a�t sich nat

�

urlich auch von einem in der Gestalt (3.150),

(3.151) (bzgl. y

1

; y

2

; y

3

; y

4

2 N

0

, y

1

; y

2

; y

3

; y

4

< 2

2

k

, y = y

1

�y

2

+y

3

+y

4

) vorliegenden

x 2 Z, x 6= 0 (und den beschriebenen Eigenschaften von �x,

�

�x, x

2

, x

3

, x

4

bzgl. y

1

, y

2

,

y

3

,y

4

) die Aussage, da� x dann genau y Primteiler < 2

2

n+2

besitzt, schlie�en.

Die im folgenden dargestellte (und zuerst vorl

�

au�ge durchgef

�

uhrte) Festlegung von

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) geht von dieser

�

Uberlegung aus, wobei als x

1

noch

(f

�

ur y

1

6= 0) eine Zahl aus Z ins Spiel kommt, die genau die ersten y

1

Primteiler

< 2

2

n+2

von x (und �x wie oben) besitzt und wobei weiters z

1

; : : : ; z

4

jeweils f

�

ur

die kleinsten Primteiler < 2

2

n+2

und w

1

; : : : ; w

4

f

�

ur die gr

�

o�ten Primteiler < 2

2

n+2

von x

1

bzw. x

2

bzw. x

3

bzw. x

4

stehen (falls f

�

ur das jeweils zugeh

�

orige y

i

6= 0 gilt

und x

i

�

uberhaupt Primteiler < 2

2

n+2

besitzt)

57

. Weiters sind bez

�

uglich der obigen

�

Uberlegung noch abh

�

angig davon, ob eine oder mehrere der Zahlen y

1

; y

2

; y

3

; y

4

mit

y = y

1

� y

2

+ y

3

+ y

4

oder y

5

:= y

1

� y

2

gleich Null sind, einige Spezialf

�

alle dabei zu

beachten; deren Anzahl wird aber durch die zur Vereinfachung benutzte, h

�

ochstens

eine Vertauschung von y

3

und y

4

als Folge erfordernde Bedingung y

4

� y

3

verringert.

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) kann nun mit Hilfe von in (1) entwickelten Hilfsfor-

meln und M

n+2

(x; y; z) so ausgedr

�

uckt werden:

9x

1

: : : 9x

4

9y

0

: : : 9y

5

9z

1

: : : 9z

4

9w

1

: : : 9w

4

�

NumPT

k;n+2

(x

1

; y

1

; 0; 0; 0) & NumPT

k;n+2

(x

2

; y

2

; 0; 0; 0)

& NumPT

k;n+2

(x

3

; y

3

; 0; 0; 0) &NumPT

k;n+2

(x

4

; y

4

; 0; 0; 0)

&

�

: y

1

= 0! SmPT

n+2

(z

1

; x

1

) & GPT

n+2

(w

1

; x

1

)

�

& : : :

: : : &

�

: y

4

= 0! SmPT

n+2

(z

4

; x

4

) & GPT

n+2

(w

4

; x

4

)

�

&M

n+2

(y

1

; y

2

; y

5

) & y = y

5

+ y

3

+ y

4

& y

4

�

�

�

n+2

y

3

& B(x; x

1

; x

2

; y

1

; y

5

; z

2

; w

1

) & C

1

(x; x

3

; x

4

; y

4

; y

5

; z

3

; z

4

; w

2

; w

3

)

& C

2

(x; x

3

; y

3

; y

4

; y

5

; z

3

; w

2

) & C

3

(x; x

2

; y

3

; y

5

) & C

4

(x; x

3

; x

4

; y

4

; y

5

; z

4

)

& C

5

(x; x

3

; y

3

; y

4

; y

5

) & C

6

(x; y

3

; y

5

)

	

&M

n+2

(x

0

; y

0

; z

0

) (3.152)

Hierbei bezieht sich B(x; x

1

; x

2

; y

1

; y

5

; z

2

; w

1

) auf die ersten y

5

= y

1

� y

2

Primzahlen

57

Die Verwendung von z

1

und w

4

in der im folgenden zu entwickelnden rekursiven Festlegung von

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) in (3.152) ist dabei nicht unbedingt n

�

otig und k

�

onnte vermieden werden,

wobei damit dann in (3.152) zugleich auch SmPT

n+2

(z

1

; x

1

) und GPT

n+2

(w

4

; x

4

) weggelassen werden

m

�

u�ten; aus Symmetrie- und Verst

�

andlichkeitsgr

�

unden wurde das Auftreten dieser Variablen hier aber

beibehalten.
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von x (falls y

5

> 0) und ist durch

: y

5

= 0! NoSmPT

n+2

(x; x

1

) & IntSaPT

n+2

(x; x

1

) & w

1

= z

2

& 8z

21

8z

22

�

SuPT

n+2

(z

21

; z

22

; x

2

)

! 9x

5

9z

5

�

NumPT

k;n+2

(x

5

; y

1

; 0; 0; 0) & SmPT

n+2

(z

5

; x

5

)

& SuPT

n+2

(z

21

; z

5

; x) & IntSaPT

n+2

(x; x

5

)

& GPT

n+2

(z

22

; x

5

)

� �

festgelegt. Die Formeln C

1

(: : : ), : : : , C

6

(: : : ) beziehen sich auf die bez

�

uglich den

Zahlen y

1

, y

2

, y

3

, y

4

auftretenden 6 F

�

allen

y

1

; y

2

; y

3

; y

4

> 0 bzw.

y

1

; y

2

; y

3

> 0; y

4

= 0 bzw.

y

1

; y

2

> 0; y

3

= y

4

= 0 bzw.

y

1

� y

2

= 0; y

3

; y

4

> 0 bzw.

y

1

� y

2

= 0; y

3

> 0; y

4

= 0 bzw.

y

1

� y

2

= y

3

= y

4

= 0

und dabei ist C

1

(x; x

3

; x

4

; y

4

; y

5

; z

3

; z

4

; w

2

; w

3

) als

: y

5

= 0 & : y

4

= 0! SuPT

n+2

(w

2

; z

3

; x) & IntSaPT

n+2

(x; x

3

)

& SuPT

n+2

(w

3

; z

4

; x) & IntSaPT

n+2

(x; x

4

)

& NoGPT

n+2

(x; x

4

) ;

C

2

(x; x

3

; y

3

; y

4

; y

5

; z

3

; w

2

) als

: y

5

= 0 & : y

3

= 0 & y

4

= 0

! SuPT

n+2

(w

2

; z

3

; x) & IntSaPT

n+2

(x; x

3

)

& NoGPT

n+2

(x; x

3

) ;

C

3

(x; x

2

; y

3

; y

5

) als

: y

5

= 0 & y

3

= 0! NoGPT

n+2

(x; x

2

) ;

C

4

(x; x

3

; x

4

; y

4

; y

5

; z

4

) als

y

5

= 0 & : y

4

= 0! NoSmPT

n+2

(x; x

3

) & IntSaPT

n+2

(x; x

3

)

& SuPT

n+2

(w

3

; z

4

) & IntSaPT

n+2

(x; x

4

)

& NoGPT

n+2

(x; x

4

) ;
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C

5

(x; x

3

; y

3

; y

4

; y

5

) als

y

5

= 0 & : y

3

= 0 & y

4

= 0

! NoSmPT

n+2

(x; x

3

) & IntSaPT

n+2

(x; x

3

)

& NoGPT

n+2

(x; x

3

)

und C

6

(x; y

3

; y

5

) als

y

5

= 0 & y

3

= 0! NoPT

n+2

(x)

festgelegt.

Ausgehend von (3.152) l

�

a�t sich nun eine der L

�

angenbedingung (3.146) gen

�

ugende

Festlegung vonNumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) (wegen des jedenfalls 5-maligen Auf-

tretens von NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) in (3.152) kann (3.146) nicht gelten) durch

folgendes Vorgehen �nden:

(a) In (3.152) werden alle darin verwendeten Hilfsformeln aus (1) bzw. deren Instan-

zen sowie auch �

�

�

n+2

und alle Formeln P

n+2

(x) und PT

n+2

(z; x) bzw. deren

Instanzen in diesen De�nitionen durch die Formel M

n+2

(x; y; z) bzw. durch

entsprechende Instanzen dieser Formeln ausgedr

�

uckt (vgl. dazu die einzelnen

fr

�

uher erfolgten Festlegungen dieser Hilfsformeln). Nun werden alle Instanzen

von M

n+2

(x; y; z) im weiteren als Instanzen von NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

)

(vgl. dazu (3.145)) aufgefa�t (z.B. l

�

a�t sich dabei eine InstanzM

n+2

(a

1

;a

2

;a

3

)

als die Instanz NumPT

k;n+2

(1; 0;a

1

;a

2

;a

3

) formulieren).

(b) Die durch diese Umbezeichnung von Teilformeln gewonnene Gestalt von (3.152)

wird nun weiters durch Pr

�

anexoperationen logisch zu einer Formel in DNF-

Gestalt

9x

1

: : : 9x

4

: : : 9w

1

: : : 9w

4

(Q

1

x

1

) : : : (Q

l

x

l

)

m

_

i=1

A

i

(3.153)

umgeformt, wobei die Formeln A

i

Konjunktionen von atomaren Formeln

mit Pr

�

adikatssymbol = oder Instanzen von NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) oder

einfache Negationen von Formeln einer dieser beiden Formelarten sind und

x

1

; : : : ;x

l

(l 2 N ) die dabei zus

�

atzlich auftretenden Variablen sind.

(c) Unter Verwendung der in (3) dargestellten Methode zur l

�

angenverk

�

urzten

Schreibweise von Formeln kann nun eine zu

W

m

i=1

A

i

in TAZ

�

aquivalente For-

mel A

0

gefunden werden, in der NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) nur mehr einmal

(und keine (andere) Instanz dieser Formel sonst mehr) auftritt.
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(d) Nun kann die Setzung

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) ::=

9x

1

: : : 9x

4

: : : 9w

1

: : : 9w

4

(Q

1

x

1

) : : : (Q

l

x

l

)A

0

(3.154)

erfolgen und anhand dieser Festsetzung und der dabei in (c) verwendeten Um-

formung analog zu (3.142) kann das Erf

�

ulltsein von (3.146) (bzgl. eines auch

von n unabh

�

angigen C 2 N ) leicht eingesehen werden.

Ebenso kann weiters anhand der in (3.154) erfolgten, wegen des damit verbunde-

nen Aufwands nicht weiter explizit gemachten, rekursiven Festsetzung der Formel

NumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) bzgl. der Formel NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) die

POLY LIN -Konstruierbarkeit von NumPT

n+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) (und damit we-

gen (3.148) im weiteren von AnzPT

n+2

(x; y)) f

�

ur Eingabe (n)

10

eingesehen werden.

(6) Die Festlegung vonNumPT

k+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) machte beim Umformungsschritt

zwischen (3.153) und (3.154) und also bei der Anwendung der Methode zur l

�

angen-

verk

�

urzten Schreibweise von Formeln aus (3) wesentlichen Gebrauch vom Vor-

handensein des logischen Symbols $ in T

((M))

. Dies k

�

onnte auf folgende Wei-

se umgangen werden: Statt NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) w

�

urden nun Formeln

NumPT

0

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

; x

1

; y

1

; x

10

; y

10

; z

10

) f

�

ur alle k; n 2 N

0

, k � n + 1 mit

der Eigenschaft der G

�

ultigkeit von

NumPT

0

k;n+2

(i

a

; y; x

0

; y

0

; z

0

; i

b

; y

1

; x

10

; y

10

; z

10

)

 ! NumPT

k;n+2

(i

a

; y; x

0

; y

0

; z

0

)

&

�

:NumPT

k;n+2

(i

b

; y

1

; 0; 0; 0) _ :M

n+2

(x

10

; y

10

; z

10

)

�

(3.155)

in Z f

�

ur alle a; b 2 Z rekursiv unter nun zweimaliger Verwendung von (3.152) (ein-

mal zus

�

atzlich in negierter Form als Formulierung von :NumPT

k;n+2

(x

1

; y

1

; 0; 0; 0)

bzgl. (3.155), wobei jedoch dabei die KonjunktionsformelM

n+2

(x

0

; y

0

; z

0

) in (3.152)

nicht beteiligt ist) konstruiert (die Formel M

n+2

(x

10

; y

10

; z

10

) tritt aber in der

entstehenden Formel entsprechend (3.155) auf). Nach dem

�

Ubergang zu einer

DNF-Gestalt in einer dann f

�

ur NumPT

0

k+1;n+2

(: : : ) gefundenen rekursiven Fest-

legung unter ausschlie�licher Verwendung von Instanzen der Formeln M

n+2

(x; y; z)

und NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) (sowie weiters nur noch verneinten oder unver-

neinten atomaren Formeln von T mit Pr

�

adikatssymbol =) k

�

onnen aber dann al-

le darin auftretenden Instanzen bzw. negierten Instanzen von M

n+2

(x; y; z) und

NumPT

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

) durch unnegierte Instanzen von NumPT

0

k;n+2

(: : : )

ausgedr

�

uckt werden. Und zwar k

�

onnen die Instanzen NumPT

k;n+2

(a;b;a

0

;b

0

; c

0

),

:NumPT

k;n+2

(a;b;a

0

;b

0

; c

0

),M

n+2

(a

0

;b

0

; c

0

) und :M

n+2

(a

0

;b

0

; c

0

) als die In-

stanzen

NumPT

0

k;n+2

(a;b;a

0

;b

0

; c

0

; 1; 1; 0; 0; 1) bzw.



3.7. BEWEIS VON TAZ 62 NTIME(2

2

CN

) F

�

UR EIN C 2 R , C > 0 257

NumPT

0

k;n+2

(1; 0; 0; 0; 0;a;b;a

0

;b

0

; c

0

) bzw.

NumPT

0

k;n+2

(1; 0;a

0

;b

0

; c

0

; 1; 1; 0; 0; 1) bzw.

NumPT

0

k;n+2

(1; 0; 0; 0; 0; 1; 1;a

0

;b

0

; c

0

)

von NumPT

0

k;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

; x

1

; y

1

; x

10

; y

10

; z

10

) aufgefa�t bzw. formuliert wer-

den.

Da weiters zur in (3.142) ausgedr

�

uckten logischen Umformung im Fall, da� kei-

ne negierte Instanz :B(y

i;j

) vorhanden ist, $ nicht ben

�

otigt wird, gilt das

dann auch f

�

ur eine zur genauen rekursiven Festlegung von NumPT

0

k+1;n+2

(: : : )

(bez

�

uglich der Erreichung einer (3.146) entsprechenden L

�

angenbedingung) n

�

otigen

logischen Umformung. Wie in (5) kann damit dann eine solche genaue De�nition von

NumPT

0

k;n+2

(: : : ) f

�

ur alle k 2 N

0

, k � n+ 1 so vorgenommen werden, da� sp

�

ater

die abschlie�ende und zu (3.148) analoge Setzung

AnzPT

n+2

(x; y) ::=

9x

0

9y

0

9z

0

9x

1

9y

1

9x

10

9y

10

9z

10

�

x

0

= 0 & y

0

= 0 & z

0

= 0 & x

1

= 1 & y

1

= 1

& x

10

= 0 & y

10

= 0 & z

10

= 1

NumPT

0

n+1;n+2

(x; y; x

0

; y

0

; z

0

; x

1

; y

1

; x

10

; y

10

; z

10

)

�

auf wie in (4) gesuchte Formeln AnzPT

n+2

(x; y) (n 2 N

0

) f

�

uhrt, in denen das

logische Symbol $ letztlich nicht mehr enthalten ist.

Ausgehend von PZ

n+2

(z; y) aus Satz 3.7.1 kann nun S

��

n

(x; y) f

�

ur alle n 2 N

0

als

S

��

n

(x; y) ::= 9z

�

PZ

n+2

(z; y) & PT

n+2

(z; x)

�

(3.156)

explizit gemacht werden. Die so gebildeten Formeln entsprechen (3.134) und den entspre-

chenden L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen (A) bzgl.

�

S

��

n

(x; y)

((M))

	

n2N

0

.

Die Konstruktion von Formeln H

��

w

(x) f

�

ur w 2 BW0 wird im folgenden nur in groben

Z

�

ugen geschildert. Hierf

�

ur werden FormelnK

��

w;n

(x; y

0

) aus T f

�

ur alle n 2 N und w 2 BW0

mit jwj � n verwendet mit der inhaltlichen Eigenschaft, da� f

�

ur alle solchen n und w und

f

�

ur alle a 2 Z in Z

K

��

w;n

(i

a

; y

0

)$

hh

y

0

= jwj ; (Bw

2

(a))(0) � : : : � (Bw

2

(a))(2

2

n

�1) = w � 0

2

2

n

�jwj

ii
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g

�

ultig ist. Solche Formeln K

��

w;n

(x; y

0

) erlauben im Fall, da� die Familie

�

K

��

w;jwj

(x; y

0

)

	

w2BW0

auch den Bedingungen (B) aus De�nition 3.3.5 gen

�

ugt, die

Festlegung der gesuchten Formeln H

��

w

(x) f

�

ur alle w 2 BW0 als

H

��

w

(x) ::= 9y

0

�

y

0

= jwj & K

��

w;jwj

(x; y

0

)

�

:

Unter Ben

�

utzung von Formeln SJ

��

n

mit

`

T

SJ

��

n

(x)$

��

x 2 N

0

; x < 2

2

n

��

;

die von der Gestalt

I

��

n

(x) & 9z 9y

�

J

��

n

(z) & I

��

n

(y) & x+ y + 1 = z

�

gew

�

ahlt werden k

�

onnen, ist nun f

�

ur beliebig, aber fest angenommenes n 2 N folgende

rekursive De�nition bzgl. w 2 BW0, jwj � n f

�

ur die gesuchten Formeln K

��

w;n

(x; y

0

)

m

�

oglich, die auf zuvor hier schon konstruierte Formeln zur

�

uckgreift:

F

�

ur w 2 BW0 mit jwj = 1 und n 2 N sei K

��

w;n

(x; y

0

) im Fall von w = 0 von der

Gestalt

y

0

= 1 & 8y 8z

�

SJ

��

n

(y) & PZ

n+2

(z; y)! :PT

n+2

(z; x)

�

und im Fall w = 1 von der Gestalt

y

0

= 1 & PT

n+2

(2)

& 8y 8z

�

SJ

��

n

(y) & : y = 0 & PZ

n+2

(z; y)! :PT

n+2

(z; x)

�

gew

�

ahlt.

F

�

ur w 2 BW0 mit jwj > 1 und n 2 N sei f

�

ur w = w

0

0, w

0

2 BW0 die Formel

K

��

w;n

(x; y

0

) rekursiv durch eine Formel der Gestalt

9y

0

0

�

K

��

w

0

;n

(x; y

0

0

) & y

0

= y

0

0

+ 1

�

de�niert; f

�

ur w = w

0

1 f

�

ur w

0

2 BW0 sei

9x

0

9y

0

0

9z

1

�

K

��

w

0

;n

(x

0

; y

0

0

) & y

0

= y

0

0

+ 1 & PZ

n+2

(z

1

; y

0

0

)

& 8y 8z

�

SJ

��

n

(y) & y<

<

<

n+2

y

0

0

& PZ

n+2

(z; y)

!

�

PT

n+2

(z; x)$ PT

n+2

(z; x

0

)

� �

& PT

n+2

(z

1

; x)

& 8y 8z

�

SJ

��

n

(y) & y

0

�

�

�

n+2

y & PZ

n+2

(z; y)! :PT

n+2

(z; x)
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Die genaue Festlegung dieser rekursiven De�nition der Formel K

��

w;n

(x; y

0

) (die die ent-

sprechende L

�

angen- und Konstruierbarkeitsbedingungen zu erreichen gestattet) erfordert

jedoch in jedem dieser Schritte ein

"

Mitschleppen\ der FormelnM

n+2

(x

0

; y

0

; z

0

), SJ

��

n

(x)

und PZ

n+2

(z; y) und weiters die Anwendung von logischen Umformungen zur Formel-

verk

�

urzung wie in (5) im Beweis zu Satz 3.7.2. Aus Umfangsgr

�

unden unterbleibt an dieser

Stelle aber eine weitergehende Schilderung dieses zu (5) im Beweis von Satz 3.7.2 sehr

�

ahnlichen, hier n

�

otigen Vorgehens.

Insgesamt sind damit nun Formeln I

��

n

(x), J

��

n

(x), S

��

n

(x; y) undH

��

w

(x) f

�

ur alle n 2 N

0

und w 2 BW0 mit den gew

�

unschten inhaltlichen Eigenschaften (3.132){(3.135) und den

(bzgl. den zugeh

�

origen Formelfamilien de�nierten) entsprechenden L

�

angen- und Konstru-

ierbarkeitsbedingungen aufgebaut worden.

Unter Zuhilfenahme der fr

�

uher angedeuteten, sich auf Satz 3.4.6 und die S

�

atze des

Abschnitts 4 st

�

utzenden Argumentation kann damit dann eingesehen und genau nachvoll-

zogen werden, da� die Aussage von Satz 3.7.1 gilt. Dieser Satz ist deshalb bewiesen.
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